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Лекция 1.1 Введение. Основные методы анализа линейных 

электрических цепей постоянного тока  

План лекции 

1) Общие положения и определения. Элементы цепей и их характе-

ристики.  

2) Режимы работы электрической цепи.  
3) Законы Кирхгофа. 
4) Баланс мощности в электрической цепи.  

5) Обзор методов анализа цепей постоянного тока.  

1.1.1 Общие положения и определения. Элементы цепей и их             
характеристики 

Электрической цепью называется искусственно созданный путь 

для электрического тока. Пример электрической цепи дан на рисунке 1. 

+
R1

E,

R0

I

I

a

d

b

c

U∆U

 
а 

                     
б 

Рисунок 1 - Электрическая цепь: а – принципиальная электрическая 

схема; б – блок схема  

Основное назначение электрической цепи - распределение и взаим-

ное преобразование электрической и других видов энергии. 

Электрическая цепь состоит из трех основных элементов: 

- источника электрической энергии; 

- приемника электрической энергии; 
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- соединительных проводов. 

Рассмотрим каждый из этих элементов цепи подробнее. 

1.1.1.1 Источник электрической энергии 

Источники электрической энергии разнообразны: гальванические 

элементы, аккумуляторы, генераторы, термоэлектрические и солнечные 

батареи и т.д., рисунок 2,а. 

Они превращают химическую, механическую, тепловую, световую 

или энергию других видов в электрическую энергию. 

На схемах источники энергии обозначаются так,  как показано на ри-

сунке 2,б.  

Везде OR  - внутреннее сопротивление источника энергии. 

 
Гальванический 

элемент 

 
Электромашинный 

генератор 

 
Термогенератор 

 
Солнечная батарея 

а 

б 

Рисунок 2 - Условные обозначения источников  

В элементах и аккумуляторах, внутреннее сопротивление - это со-

противление электролита и граничных слоев между электролитом и элек-

тродами, в генераторах - это сопротивление меди обмоток. 

Основное назначение источника энергии - создать и постоянно 

поддерживать в цепи разность потенциалов, разность электрических 

уровней; создать как бы электрический напор, под воздействием которого 

и образуется упорядоченное движение электрических зарядов, то есть ток. 

Принято зажим высшего потенциала источника обозначать знаком 

«+», а зажим низшего потенциала знаком «−». 

Разность электрических потенциалов количественно определя-

ется величиной, которая называется - электродвижущей силой или 

коротко ЭДС и обозначается на схемах буквой «Е» 

21 ϕϕ −=E ,                              (1) 
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где 1ϕ - высший потенциал или уровень источника;  

2ϕ - низший потенциал источника. 

Направление действия ЭДС обозначается стрелкой, направленной от 

низшего потенциала к высшему, то есть от «−» к «+». 

Работа источника хорошо оценивается с помощью, так называемой 

внешней характеристики. 

Внешней характеристикой называется функциональная зависи-

мость напряжения на клеммах источника от величины тока, проте-

кающего через источник. 

Примерный вид внешних характеристик источников электрической 

энергии показан на рисунках 3 и 4. 

  
Рисунок 3 - Внешняя характеристика 

источника напряжения 

Рисунок 4 - Внешняя                        

характеристика источника тока 

Из характеристики видно, что с увеличением тока напряжение на 

клеммах источника несколько уменьшается за счет потери напряжения на 

внутреннем сопротивлении OR . В целом, же с ростом тока, напряжение на 

источнике остается более или менее постоянным.  

Подобные характеристики имеют гальванические элементы, аккуму-

ляторы, электромашинные генераторы постоянного тока, выпрямители. 

На рисунке 4 приведена внешняя характеристика источника элек-

трической энергии другого вида.  

Здесь, ток вырабатываемый источником остается более или менее 

постоянным, при значительном изменении напряжения на клеммах источ-

ника.  

Отличительная особенность таких источников - очень большая вели-

чина внутреннего сопротивления, значительно превышающая сопротивле-

ние приемника электрической энергии. Данные источники строят по спе-

циальным схемам и широко применяют в современной электронике. 
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1.1.1.2 Приемник электрической энергии 

Приемники электрической энергии или нагрузки, или потребители - 

разнообразны. Это могут быть электрические лампы, нагревательные при-

боры, электродвигатели и другие устройства. 

В нагрузках электрическая энергия преобразуется в тепловую, свето-

вую, механическую и другие виды энергии. 

На схемах, нагрузка учитывается с помощью соответствующих со-

противлений и условно обозначается так, как показано на рисунке 5. 

 

Рисунок 5 - Условное изображение нагрузки 

В общем случае сопротивление нагрузки R  зависит от тока, проте-

кающего по нему. Однако, эта зависимость при расчетах цепей использу-

ется редко. 

На практике, чаще используют зависимость напряжения нагрузки от 

тока нагрузки, которая называется вольтамперной характеристикой. 

Вольтамперной характеристикой называется функциональная 

зависимость напряжения на зажимах нагрузки от тока, протекающего 

через нагрузку.  

Вольтамперные характеристики могут быть самыми разнообразны-

ми, например такими, как показано на рисунке 6. 

 
Рисунок 6 - Вольтамперные характеристики нагрузки 

Характеристика «а» называется линейной. Характеристики «b» и «c» 

называются нелинейными. Поэтому нагрузки бывают линейными и нели-

нейными. 

Линейным элементом или нагрузкой называют такой, сопротив-

ление которого R , при любых значениях тока через него, остается по-

стоянным, а вольтамперная характеристика представляет собой пря-

мую линию. 

Нелинейным элементом называют такой, сопротивление кото-

рого R  непостоянно и зависит от величины тока, проходящего через 

R 
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него, а вольтамперная характеристика представляет собой кривую 

линию. 

Только линейные элементы подчиняются закону Ома: 

.   ;   ;
R

U
I

I

U
RRIU ===                                               (2) 

 
Рисунок 7 - Георг Симон Ом. Немецкий физик. Установил основной закон 

электрической цепи (закон Ома). Член Баварской АН (1845), член-

корреспондент Берлинской АН, иностранный почетный член Лондонского 

Королевского общества (1842). 

Соединительные провода 

Соединительные провода или линия, обозначены на рисунке 1 - ba −  

и cd − . Они обеспечивают передачу электрической энергии, транспорти-

руют энергию от источника к нагрузке. 

Их назначение передать электрическую энергию потребителю с ми-

нимальными потерями. 

Рассмотрев отдельные элементы, вернемся обратно к электрической 

цепи, как к сосредоточию всех элементов. 

1.1.1.3 Основные определения теории цепей постоянного тока 

Цепью постоянного тока называется такая цепь, в которой ЭДС, 

токи и напряжения остаются постоянными по величине и не зависят 

от времени. 

Цепи делятся на два больших класса: 

- линейные; 

- нелинейные. 

Электрические цепи, содержащие только элементы с линейными 

вольтамперными характеристиками, называются линейными цепями. 
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Электрические цепи, содержащие элементы с нелинейными ха-

рактеристиками называются нелинейными цепями. 

Строго говоря, любые цепи нелинейны, однако, если степень нели-

нейности мала, то ею пренебрегают и считают такую цепь линейной. 

В дальнейшем мы будем рассматривать пока только линейные цепи, 

так как лишь они подчиняются закону Ома и могут рассчитываться анали-

тическими методами. 

1.1.2 Режимы работы электрической цепи 
 

Любая электрическая цепь состоит из двух участков: 

- внешний участок цепи, с сопротивлением R ; 

- внутренний участок цепи, имеющий сопротивление OR . 

Внешним участком цепи или внешней цепью называют часть 

цепи, которая присоединяется извне к зажимам источника. 

Внутренним участком цепи или внутренней цепью называют 

часть цепи, которая проходит внутри источника энергии между его 

зажимами через электролит или обмотки генератора. 

Электрические цепи делятся на замкнутые и разомкнутые. 

Замкнутая цепью - такая, в которой имеется непрерывный путь 

для тока, а общее сопротивление цепи меньше бесконечности, 

∞<+ ORR . 

Разомкнутой цепью называют такую цепь, в которой путь для 

тока прерывается, а общее сопротивление равно бесконечности 

∞=+ ORR . 

По закону Ома для полной цепи имеем 
ORR

E
I

+
= ,  

если ∞<+ ORR , то 0>I , если ∞=+ ORR , то 0=I .                                  (3) 

Отсюда следуют выводы: 

1) только в замкнутой цепи может протекать ток; 

2) в разомкнутой цепи ток не существует, но может существовать 

напряжение или ЭДС. 

Ток протекает по проводнику цепи, поэтому стрелку тока принято 

размечать на самом проводнике. 

За положительное направление тока во внешней цепи, принято 

направление от высшего потенциала к низшему, то есть от «+» к «−−−−». 

За положительное направление тока во внутренней цепи приня-

то направление от низшего потенциала к высшему, то есть от «−−−−» к 

«+». 
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Напряжение на любом участке цепи есть реакция на ток, поэто-

му стрелку напряжения принято размечать параллельно элементу и 

всегда против ранее размеченной стрелки тока. (см. рисунок 8). 

 

Рисунок 8 - Стрелки тока и напряжения 

Электрическая цепь может работать в различных режимах, однако 

все эти режимы, сколько бы их ни было, находятся между двумя крайними 

режимами - холостым ходом и коротким замыканием. 

Режимом холостого хода цепи называют такой режим, при кото-

ром сопротивление нагрузки ∞=R , то есть внешняя цепь разомкнута 

(см. рисунок 9). Следовательно, 

0=
+∞

=
+

=
OO

XX
R

E

RR

E
I .                                                                  (4) 

При режиме холостого хода ток холостого хода равен нулю. 

Режимом короткого замыкания цепи называется такой режим, 

при котором сопротивление нагрузки 0=R , то есть внешняя цепь 

замкнута накоротко (см. рисунок 10). 

Следовательно, 

max
0

==
+

=
+

=
OOO

КЗ
R

E

R

E

RR

E
I .                           (5) 

E
RО

I
ХХ

=0

+

-

UХХ =E

+

-
R=∞

  

Рисунок 9 - Режим холостого 

хода 

 

Рисунок 10 - Режим короткого    

замыкания 

Таким образом, при коротком замыкании ток в цепи максимален и 

ограничивается только величиной внутреннего сопротивления OR  источ-

ника энергии. 

R 

+  
 
− 

I  

U  

= 

I  
E  

+  − 

EU =  
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Чтобы ток короткого замыкания не разрушал источника его внут-

реннее сопротивление не должно быть слишком малым. 

Если записать уравнения электрического состояния цепи, показан-

ной на рисунке 1, по второму закону Кирхгофа, то получим 

0=−∆− UUE , отсюда IREUEU O−=∆−= .                         (6) 

Из выражения (1.5) следует, что  

0  при  == XXIEU .                    (7) 

ЭДС источника численно равна напряжению на его клеммах при 

холостом ходе. 

ЭДС источника отличается от напряжения источника на вели-

чину потери напряжения внутри источника. 

ЭДС - самое большое напряжение, которое может развивать ис-

точник при холостом режиме. 

Из выражения (5) следует, что внутреннее сопротивление должно 

быть минимальным, чтобы внутри источника не было больших потерь на-

пряжения. 

Из условий (4) и (5) выбирается оптимальное значение величины 

внутреннего сопротивления OR  источника. 

1.1.3  Законы Кирхгофа 

До сих пор мы рассматривали 

простые или неразветвленные цепи. 

Эти цепи решаются с помощью за-

кона Ома. Сложные или разветв-

ленные цепи рассчитываются при 

помощи законов Кирхгофа. 

Законы Кирхгофа являются 

основными расчетными законами 

электротехники. Закон Ома частный 

случай законов Кирхгофа.  

Портрет великого немецкого 

физика Г.Р. Кирхгофа приведен на 

рисунке 11.  

Сложной или разветвленной 

цепью называют такая, в которой 

имеется несколько путей для рас-

текания токов (см. рисунок 12). 

Точки разветвления цепи А и 

Б - узлы цепи. 

Узлами называются точки 

цепи, в которых соединяются ме-

 

Рисунок 11 – Великий немецкий      

физик Густав Роберт Кирхгоф.     

Член Берлинской АН ( 1875),        

член-корреспондент Санкт-

Петербургской академии наук (1862)  
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жду собой три или более проводников. 

Проводники, соединяющие между собой узлы, называются вет-

вями. 

 
Рисунок 12 - Сложная цепь постоянного тока 

Ветви бывают двух видов: активные и пассивные. 

Активной ветвью называется такая ветвь, которая содержит не 

только сопротивления, но и источники энергии. 

Пассивной ветвью называется такая ветвь, которая содержит 

только сопротивления, но не содержит источников энергии. 

Таким образом, сложная цепь состоит из узлов и ветвей, то есть из 2-

х элементов, поэтому и законов Кирхгофа два. Первый закон Кирхгофа 

управляет узлами, а второй - ветвями (контурами). 

Первый закон Кирхгофа гласит: 

В любом узле сложной цепи алгебраическая сумма токов равна 

нулю. 

0I

A

ni

3i
i =







∑
=

=

,                              (8) 

где i - количество токов связанных с рассматриваемым узлом; 

А - обозначение рассматриваемого узла.  

Первый закон основан на принципе невозможности накопления 

электрического заряда в одной точке цепи. 

Принято токи, притекающие к узлам цепи, считать положитель-

ными и брать со знаком плюс, а токи, оттекающие от узлов, считать 

отрицательными и брать со знаком минус. 
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Запишем первый закон Кирхгофа для узлов А и Б нашей цепи (рису-

нок 1.10). 

,0321

3

1

=−+=







∑
=

=

IIII

A

i

i
i  .0321

3

1

=+−−=







∑
=

=

IIII

Б

i

i
i               (9) 

Сравнивая уравнения между собой, видим, что одно из них является 

следствием другого. Поэтому в цепи выделяют узлы, которые называют 

независимыми. 

Независимыми узлами называют такие, которые отличаются 

друг от друга, хотя бы одним током.  

Число независимых уравнений, составляемых по первому закону 

Кирхгофа,  равно числу независимых узлов в сложной цепи и равно 

общему числу узлов в цепи без одного. 

Число независимых узлов  = 1−n ,                                                      (10) 

где n - общее число узлов сложной цепи. 

Ветви сложной цепи, образуют контура.  

Второй закон Кирхгофа гласит: 

В любом контуре сложной цепи алгебраическая сумма ЭДС и 

напряжений действующих в этом контуре равна нулю. 

1 1

0
i n k m

i k

i k

E U
= =

= =

+ =∑ ∑                             (11) 

где  i – количество источников ЭДС в рассматриваемом контуре; 

k – количество  напряжений входящих в данный контур. 

Данная формулировка справедлива, если стрелки напряжений на 

схеме цепи расставлены против стрелок токов. 

Примечание: 

     В некоторых литературных источниках, стрелки напряжений 

направляются согласно стрелкам тока. Это допустимо, если использо-

вать следующую формулировку второго закона Кирхгофа:  

В любом контуре сложной цепи, алгебраическая сумма ЭДС всегда 

равна алгебраической сумме напряжений действующих в этом контуре. 

∑∑
=

=

=

=

=
mk

k
k

ni

i
i UE

11

.                                                                                        (12) 

Второй закон Кирхгофа записывается только для независимых кон-

туров. 

Независимыми контурами сложной цепи называются такие, ко-

торые отличаются друг от друга хотя бы одним элементом цепи не ис-

пользованным в ранее намеченных контурах. 
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Число независимых уравнений, составленных по второму закону 

Кирхгофа, равно числу независимых контуров в цепи. 

Число уравнений по 2-му закону Кирхгофа = 1+− nq ,            (13) 

где q - общее число ветвей всей цепи. 

При обходе по контуру стрелки ЭДС и напряжений, совпадаю-

щие с направлением обхода, берутся со знаком плюс, встречно на-

правленные - со знаком минус. 

Запишем уравнения электрического состояния контура (см. рисунок 

12) по второму закону Кирхгофа: 

а) при обходе слева направо ;0121 =−+ UUE  

б) при обходе справа налево 0211 =−+− UUE . 

Следовательно, направление обхода контуров можно выбирать про-

извольно. 

Законы Кирхгофа позволяют рассчитывать самые сложные цепи. 

1.1.4 Баланс мощности в электрической цепи 

Рассмотрим энергетический баланс в электрической цепи. Пусть за-

дана цепь вида, 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 13 - К балансу мощности  

Дано: .212121 E, R,  E, R, R, EE OO >  

Найти: Составить баланс. 

После расстановки стрелок тока и напряжения по второму закону 

Кирхгофа электрическое состояние цепи запишется 

,02211 =−−−− EUUUE  отсюда 2211 ERRIIRE OO +++= . 

Умножим обе части равенства на ток I , получим 

IEIRRIIRIE OO 22
22

11 +++= . 

Следовательно, 

IEPPГ 11 == - мощность, генерируемая в цепи. 

IEIRRIIRP OOH 22
22

1 +++=  - потребляемая энергия. Таким обра-

зом   0=− НГ РP .                            (14) 

+ 

− 

 Е2, R02 E1, R01 

I 

 

 

U2 1U  

− 

+ U  

R 
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По закону сохранения энергии количество вырабатываемой в цепи 

энергии всегда равно количеству энергии потребляемой цепью. Следует 

всегда помнить, при составлении баланса энергии в цепи, что не всякий 

источник энергии, действующий в цепи, является генератором, а именно: 

 

Когда действительный ток через источник совпадает 

по направлению с ЭДС источника, то этот источник выра-

батывает энергию, то есть является генератором. 

 

 

Когда действительный ток через источник протекает 

навстречу ЭДС источника, то этот источник потребляет 

энергию, то есть является нагрузкой (пример: зарядка акку-

мулятора).  
 

1.1.5 Обзор методов анализа цепей постоянного тока 

В настоящее время разработано много методов для расчета цепей 

постоянного тока. В зависимости от конфигурации и условий заданной це-

пи для расчета цепи применяются различные методы.  

Искусство расчетчика состоит в том, что он находит наиболее ра-

циональный метод решения к конкретно заданной цепи. Сделаем краткий 

обзор наиболее употребительных методов расчета цепей. 

Метод законов Кирхгофа 

Это старейший из расчетных методов. Он основан на составлении 

уравнений по первому и второму законам Кирхгофа и решении их относи-

тельно токов текущих в ветвях. Порядок системы уравнений здесь равен 

количеству неизвестных токов  

Непосредственное применение законов Кирхгофа к расчету сложной 

цепи приводит к весьма громоздким вычислениям, так как приходится ре-

шать систему с большим числом уравнений. Поэтому, этот метод на прак-

тике применяется крайне редко в виду его неэкономичности. 

Метод контурных токов 

Метод контурных токов был предложен известным английским фи-

зиком и электротехником Джеймсом К. Максвеллом. По этому методу 

цепь разбивается на ряд контуров, соприкасающихся друг с другом.  

Предполагается, на время расчета, что каждый контур обтекается 

только присущим ему током, который называется контурным током. Кон-

турных токов столько, сколько имеется в цепи независимых контуров. По-

I

Е

−

+

 

I

Е

−

+
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скольку, контуров в цепи всегда меньше числа ветвей, то контурных токов 

в цепи всегда меньше числа реальных токов. 

Таким образом, основное преимущество метода контурных токов 

перед методом законов Кирхгофа состоит в сокращении числа расчетных 

уравнений. 

По известным контурным токам, действительные токи определяются 

простым алгебраическим сложением. 

Метод контурных токов получил широкое распространение в инже-

нерной практике, благодаря экономным затратам времени на расчет. 

Метод узловых потенциалов 

Метод узловых потенциалов основан на первом законе Кирхгофа и 

на законе Ома. Преимущество метода состоит в том, что он позволяет со-

кратить число расчетных уравнений и тем самым уменьшить вычисли-

тельную работу. 

Согласно методу, один из узлов цепи мысленно заземляется, что не 

влияет на работу цепи. Потенциалы остальных узлов определяются из ре-

шения специальной системы уравнений.  

Токи в ветвях находят по разности потенциалов между узлами, с уче-

том межузлового сопротивления. 

Поскольку узлов в цепи всегда меньше, чем ветвей, метод весьма 

экономичен. 

Метод узлового напряжения 

Это частный случай метода узловых потенциалов для цепи с двумя 

узлами.  

Чтобы токи в ветвях были рассчитаны правильно, необходимо с 

большой точностью находить величину узлового напряжения. В этом один 

из крупных недостатков метода узлового напряжения. 

Указанный метод получил весьма широкое применение в расчетной 

практике благодаря своей экономичности в вычислительной работе. 

Метод наложения (суперпозиции) 

Метод основан на принципе Д’Аламбера - независимости действия 

сил на линейную систему. Проиллюстрируем принцип Д’Аламбера, рисун-

ком 14. 

 
Рисунок 14 - К принципу Д’Аламбера 
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В электрической цепи вместо сил используют ЭДС цепи. Схему ре-

шают столько раз, сколько имеется в цепи источников энергии. 

Результаты решения алгебраически суммируют. 

 

Метод линейных преобразований 

Данный метод основан на использовании закона Ома и формул по-

следовательного, параллельного, смешанного соединения сопротивлений, 

а также перехода от соединения сопротивлений в треугольник к звезде. 

Сначала сложная цепь свертывается до предельно простой и решает-

ся по закону Ома – прямой путь. Затем, полученное решение развертыва-

ется до заданной конфигурации цепи – обратный путь.  

Основное условие применимости метода – в цепи должен быть толь-

ко один источник питания. 

Метод эквивалентного генератора 

Метод эквивалентного генератора позволяет определить ток в одной 

отдельно взятой ветви сложной цепи с сопротивлением iR , без расчета 

всех остальных токов. 

Суть метода в том, что всю внешнюю по отношению к искомой вет-

ви цепь представляют, как некий эквивалентный генератор с напряжением 

на зажимах ixxU  и некоторым внутренним сопротивлением КЗR .   

 

Эквивалентная схема це-

пи, полученная в результате 

преобразований исходной схе-

мы, изображена на рисунке 15. 

В результате, искомый 

ток определяют по закону Ома 

iK

ixx
i

RR

U
I

+
= .                   (15) 

 

 

 

Контрольные вопросы 

1 Цепи постоянного тока (состав и особенности элементов цепи, где 

применяются). Режимы работы электрической цепи (холостой ход, нор-

мальный, номинальный, короткозамкнутый). Сложная цепь, ветви, узлы. 

Первый и второй законы Кирхгофа. Закон сохранения энергии. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 15 - Эквивалентный  

генератор 

 

RК 
iXXU  

iI  

iR  
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2 Расчет цепи постоянного тока методом законов Кирхгофа (разо-

брать на примере). 

3 Расчет цепи постоянного тока методом контурных токов (разо-

брать на примере). 

4 Эквивалентные преобразования в цепях постоянного тока при по-

следовательном, параллельном и смешанном соединениях сопротивлений. 

Эквивалентное преобразование треугольника сопротивлений в звезду. 
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Лекция 1.2 Нелинейные цепи постоянного тока  

План лекции 

1) Нелинейные цепи (общие понятия).  

2) Графоаналитический метод расчета нелинейных цепей.  

3) Графический метод расчета нелинейных цепей.  

4) Аналитические расчеты нелинейных цепей. 

1.2.1 Нелинейные цепи общие положения и определения 

Электрические цепи, содержащие элементы с нелинейными 

вольтамперными характеристиками, называются нелинейными. 

Нелинейные элементы делятся на симметричные и несимметричные. 

Симметричными нелинейными элементами называются такие, у 

которых вольтамперные характеристики не зависят от направления 

тока в них и напряжения на зажимах. 

Сюда можно отнести, например, электрические лампы, варисторы, 

термисторы, катушки со стальными сердечниками. 

Несимметричными нелинейными элементами называются та-

кие, у которых вольтамперные характеристики различны при разных 

направлениях тока и напряжения на зажимах. 

Сюда можно отнести, например, электрическую дугу с разнородны-

ми электродами, полупроводниковые приборы (диоды, транзисторы, тири-

сторы). 

1.2.2 Графоаналитический метод расчета нелинейных цепей.  

Один из методов расчета нелинейных цепей называется графоанали-

тическим. Для его использования вводят понятие статического и диффе-

ренциального сопротивления нелинейного элемента; 

Рассмотрим эти понятия, на примере нелинейного элемента, вольт-

амперная характеристика которого, изображена на рисунке 1.  

 

U  

β  

HU  

c  

a  b  

0  

α  

I  

 
Рисунок 1 - К определению статического и дифференциального  

сопротивлений 
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На данной кривой, точка А, характеризует рабочий режим элемента.  

Статическое сопротивление - R , для режима в точке А, определится 

следующим образом 

βtgm
CAm

OCm

I

U
R R

I

U  =
⋅

⋅
==  ,                                                        (1) 

где Um , Im , Rm  - масштабы напряжения, тока и сопротивления, соответ-

ственно. 

Статическое сопротивление пропорционально тангенсу угла между 

прямой, соединяющей точку А с началом координат и осью токов. 

Дифференциальное сопротивление - ДR , для режима в точке А, оп-

ределится таким образом 

αtgm
dI

dU
R RД  ==  .                    (2) 

Дифференциальное сопротивление это первая производная от 

напряжения элемента по току в рабочей точке. 

Дифференциальное сопротивление пропорционально тангенсу угла 

между касательной к вольтамперной характеристике в точке А и осью то-

ков. 

Для прямолинейных участков вольтамперных характеристик диффе-

ренциальное сопротивление можно определить отношением конечного 

приращения напряжения к конечному приращению тока 

I

U
RД

∆

∆
= .                      (3) 

Для элементов с возрастающей характеристикой 0>ДR , а для эле-

ментов с падающей - 0<ДR . 

На линейных участках вольтамперной характеристики величина 

дифференциального сопротивления остается постоянной, поэтому она и 

используется в аналитических расчетах. 

Если вольтамперная характеристика на некотором участке 

близко совпадает с прямой линией и работа цепи осуществляется на 

этом участке, то нелинейный элемент можно заменить источником 

напряжения и линейным динамическим сопротивлением, то есть ак-

тивной линейной ветвью. 

Рассмотрим этот прием подробнее. Пусть нам даны вольтамперные 

характеристики двух элементов 1 и 2, изображенные на рисунке 2. 

Работа цепи производится на участках ab и cd соответствующих ха-

рактеристик. Найдем параметры и вид эквивалентной линейной цепи, спо-

собной на время расчета заменить исходный нелинейный элемент. 
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Рисунок 2 - Линеаризация нелинейных элементов 

Согласно рисунку имеем: 

а) для элемента 1 

IRUItgmUU ДR 1011011  +=⋅⋅+= α ;                 (4) 

б) для элемента 2 

IRUItgmUU ДR 2022022  +−=⋅⋅+−= α .                 (5) 

В соответствии с выражениями (4) и (5), нелинейные элементы 1 и 2 

можно заменить следующими эквивалентными схемами: 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 3 - Схема замещения нелинейного элемента 1 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 4 - Схема замещения нелинейного элемента 2 

Все соотношения, которые можно установить, пользуясь экви-

валентными схемами, справедливы лишь для таких режимов, когда 

все нелинейные элементы электрической цепи работают на прямоли-

нейных участках своих вольтамперных характеристик.  
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1.2.3 Графический метод расчета неразветвленных цепей с      
нелинейными элементами 

1.2.3.1 Последовательное соединение элементов 

 

 

Решим графически цепь, схема 

которой изображена на рисунке 5. 

Дано: 

Входное напряжение U ; вольт-

амперные характеристики элементов 

)( 11 UI  и )( 22 UI .  

Найти: 

Ток и напряжения на элементах. 

 

 

Порядок расчета 

1.  Строим вольтамперные характеристики нелинейных элементов. 

Для графического расчета, нужно тщательно построить заданные 

вольтамперные характеристики в одном масштабе на одном графике, см. 

рисунок 6. 

 

2U  

1U  

U  

I  

I  

U  0  

)( 11 UI  )( 22 UI  

)( 21 UUI +  

1  

2  3  4  5  

6  7  

 
Рисунок 6 - Графический расчет 

2.  Строим вспомогательную характеристику, рисунок 6. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 5 - Последовательная    

нелинейная цепь 

1U  

I  

)( 11 IR  

U  
2U  )( 22 IR  
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Вспомогательная характеристика в нашем случае представляет собой 

зависимость тока I  от общего напряжения )( 21 UU + .  

Так как в неразветвленной цепи протекает только один ток, то для 

построения вспомогательной характеристики )( 21 UUI + , достаточно про-

суммировать напряжения 1U  и 2U  для одних и тех же значений тока I . 

3.  Определяем общий ток цепи. 

Для этого производим следующее графическое построение. 

1) По оси напряжений откладываем в масштабе заданное входное 

напряжение U , получаем точку 1. 

2) Из точки 1 восстанавливаем перпендикуляр до пересечения со 

вспомогательной кривой )( 21 UUI + , получаем точку 2. 

3)  Из точки 2 проводим прямую, параллельную оси напряжений до 

пересечения с осью токов, получаем точку 5. Точка 5 в масштабе опреде-

ляет значение искомого тока I . 

4.  Определяем напряжение на первом нелинейном элементе 1U . 

Для этого, опускаем перпендикуляр из точки 3 на ось напряжения, 

получаем точку 6. Точка 6, определяет напряжение 1U . 

5.  Определяем напряжение на втором нелинейном элементе 2U . 

Для этого, опускаем перпендикуляр из точки 4 на ось напряжения, 

получаем точку 7. Точка 7 определяет напряжение 2U . 

Такие же построения для расчета тока и напряжений надо выпол-

нить, если один из элементов имеет линейную вольтамперную характери-

стику. 

Аналогично решается задача расчета цепи состоящей из трех или 

большего числа последовательно соединенных элементов с нелинейными 

и линейными характеристиками. 

1.2.3.2 Параллельное соединение элементов 

 

 

Решим графически цепь, схема 

которой изображена на рисунке 7. 

Дано: 

Входное напряжение U  и 

вольтамперные характеристики эле-

ментов )( 11 UI  и )( 22 UI .  

Найти: 

Все токи, протекающие через 

элементы. 

 

 

 

Рисунок 7 - Параллельная               

нелинейная цепь 

I  

)( 11 IR  U  )( 22 IR  

1I  2I  
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Порядок расчета 

1.  Строим вольтамперные характеристики нелинейных элементов. 

Для графического расчета, и здесь, нужно тщательно построить за-

данные вольтамперные характеристики в одном масштабе на одном графи-

ке, см. рисунок 8. 

2.  Строим вспомогательную характеристику. 

Вспомогательная характеристика при параллельном соединении 

представляет собой UII )( 21 + , то есть зависимость общего тока I  от об-

щего напряжения. Так как при параллельном соединении на все элементы 

действует одно напряжение U , то для построения вспомогательной харак-

теристики, необходимо в соответствии с соотношением - 21 III += , про-

извести суммирование ординат кривых )( 11 UI  и )( 22 UI  для одних и тех же 

значений напряжения. 

 
I  

U  U  

2I  1I  

I  

)( 11 UI  

)( 22 UI  

UII )( 21 +  

1  

2  

3  

4  5  

6  

7  

 
Рисунок 8 - Графический расчет 

3.  Определяем общий ток цепи I . 

Для этого производим следующие построения. 

1) Откладываем по оси напряжений величину U  и получаем точку 1. 

2) Восстанавливаем перпендикуляр из точки 1 до пересечения со 

вспомогательной кривой UII )( 21 + , получаем точку 4 и одновременно 

точки 2 и 3. 

3) Из точки 4 проводим линию параллельно оси напряжений до пе-

ресечения с осью токов, получаем точку 5. Точка 5 определяет общий ток 

I .  

4.  Определяем ток в первой параллельной ветви 1I . 

Для этого из точки 3 проводим линию параллельно оси напряжений 

до пересечения с осью токов, получаем точку 6. Точка 6 определяет ток 1I . 

5.  Определяем ток во второй параллельной ветви 2I . 
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Для этого из точки 2 проводим линию параллельно оси напряжений 

до пересечения с осью токов, получаем точку 7. Точка 7 определяет ток 2I . 

Таким же путем можно рассчитать электрическую цепь с любым 

числом параллельно включенных нелинейных элементов. 

1.2.3.3 Смешанное соединение элементов 

Произведем теперь расчет смешанной цепи, схема которой показана 

на рисунке 9. 

 

Дано: 

Входное напряжение U ; вольт-

амперные характеристики элементов 

)( 11 UI  и )( 22 UI , сопротивление ли-

нейного элемента 3R .  

Найти: 

Все токи, протекающие через 

элементы и напряжения на них. 

 

 

Порядок расчета 

1.  Строим вольтамперные характеристики всех элементов цепи. 

Для графического расчета нужно тщательно построить заданные 

вольтамперные характеристики в одном масштабе на одном графике, см. 

рисунок 10. Вольтамперная характеристика линейного элемента в виде 

прямой линии изображается здесь же в тех же масштабах. 

2.  Строим вспомогательную характеристику для параллельно соеди-

ненных элементов. 

Элементы 2 и 3 имеют общее напряжение 2332 UUU == , поэтому, 

задаваясь значениями напряжения 23U , суммируем соответствующие этим 

значениям токи 2I  и 3I . В результате получаем вспомогательную кривую 

или характеристику 2332 )( UII + . 

Характеристика 2332 )( UII +  является эквивалентной вольтамперной 

характеристикой двух элементов 2 и 3. 

3.  Строим вспомогательную характеристику для последовательного 

соединения элементов. 

 Мы имеем последовательное соединение двух элементов )( 11 IR  и 

)( 3223 IIR +  с соответствующими вольтамперными характеристиками 

)( 11 UI и 2332 )( UII + . Так как, при последовательном соединении токи 

 
Рисунок 9 - Цепь со смешанным 

соединением элементов 
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равны, то 321 III += . Задаемся рядом значений для тока 1I  и суммируем 

напряжения, соответствующие этим токам UUU =+ 231 . 

Получаем вспомогательный график UIIUI )()( 321 += . 

 
 

I  

U  

1I  

2I  3I  

1U  

3223 UUU ==  

U  

)( 33 UI  

)( 22 UI  

)( 11 UI  

2332 )( UII +  

)(1 UI
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11 

0  

 
Рисунок 10 - Графический расчет 

4.  Определяем значение общего тока 1I . 

Для определения тока 1I  производим следующие графические по-

строения. 

1) Откладываем на оси напряжений заданное напряжение источника, 

питающего цепь - U . Получаем точку 1. 

2) Восстанавливаем из точки 1 перпендикуляр к оси напряжений до 

пересечения со вспомогательной характеристикой )(1 UI . Получаем точку 

2. 

3) Из точки 2 проводим линию параллельно оси напряжений до пе-

ресечения с осью токов. Получаем точки 3, 4 и 5. 

4) Точка 5 определяет по оси токов значение общего тока цепи 1I . 

5.  Определяем значение напряжения 32 UU = . 

Для этого опускаем перпендикуляр из точки 3 на ось напряжений и 

получаем точку 8. Точка 8 на оси напряжений соответствует искомому на-

пряжению 2332 UUU == . Одновременно, получаем здесь же точки 6 и 7. 
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6.  Определяем токи в параллельных ветвях 2I  и 3I . 

Проводим линии параллельные оси напряжений из точек 6 и 7 до пе-

ресечения с осью токов. Получаем точки 10 и 11. Точки 10 и 11 на оси то-

ков дают значения искомых токов 2I  и 3I , соответственно. 

7.  Определяем напряжение на общем элементе 1U . 

Опускаем из точки 4 перпендикуляр на ось напряжений. Получаем 

точку 9. Точка 9 на оси, определяет величину напряжения на первом эле-

менте 1U . 

1.2.3.4 Аналитические расчеты нелинейных цепей 

Рассмотрим аналитический расчет нелинейной цепи на примере схе-

мы, изображенной на рисунке 11. 

Дано: 

Входное напряжение U ; 

вольтамперные характеристики 

элементов )( 11 IR  и )( 33 IR , со-

противление линейного элемента 

2R .  

Найти: 

Все токи протекающие че-

рез элементы и напряжения на 

них. 

Порядок расчета 

1 Строим в одинаковых масштабах вольтамперные характеристики 

нелинейных элементов цепи, см. рисунок 12. 
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Рисунок 12 - Вольтамперные характеристики нелинейных            

элементов цепи 

2.  Заменяем реальные характеристики элементов их линейными схе-

мами замещения. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 11 - Исходная схема 
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2R  U  )( 33 IR  

2I  3I  
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Проводим касательные к прямолинейным участкам характеристик 

элементов.  

Для первого элемента имеем: 

11011 IREU Д+= .                     (6) 

Эквивалентная схема этого элемента будет такой, какая показана на 

рисунке 13. 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 13 - Эквивалентная схема первого элемента 

Для третьего элемента имеем 

33033 IREU Д+−= .                    (7) 

Эквивалентная схема этого элемента будет такой, какая показана на 

рисунке 14. 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 14 - Эквивалентная схема третьего элемента 

3.  Составляем эквивалентную расчетную схему. 

Схема (рисунок 15) составлена применительно к расчетному методу 

узлового напряжения. Она соответствует заданной, только для таких ре-

жимов, при которых aII ≥1 , а bII ≥3 . 

4.  Определяем проводимости всех ветвей: 

1
1

1

Д
Д

R
g = ;   

2
2

1

R
g = ;   

3
3

1

Д
Д

R
g = .        (8) 

5.  Определяем узловое напряжение 0U  

321

303101)(

ДД

ДД
o

ggg

gEgEU
U

++

+−
= .                   (9) 

6.  Определяем токи в ветвях схемы: 

aД IgUEUI ≥−−= 10011 )( ; 

202 )( gUI −= ;                   (10) 

11IRД  

1I  1ДR  01Е  

1U  

33IRД  

3I  3ДR  03Е  

3U  
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bД IgUEI ≥−= 30033 )( . 

 +  

1U  

1ДR  

01Е  

U  

2U  2R  

3U  
3ДR  

03Е  

0U  
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Рисунок 15 - Расчетная схема 

7.  Проверяем баланс токов по первому закону Кирхгофа. 

0321 +++ III .                   (11) 

Баланс составлен для указанных выше режимов. 

8.  Проверяем результат расчета на баланс мощности. 

303IEUIPГ += , 

101
2
33

2
22

2
11 IEIRIRIRP ДДH +++= ,               (12) 

0=− HГ PP . 

9.  Находим напряжения на элементах цепи: 

001 −−− UUU ....... 011011 UUIREU Д −=+= ; 

002 =+ UU  ............ 0222 UIRU −== ;               (13) 

003 =+ UU  ............ 033033 UIREU Д −=+−= . 

10. Проверяем напряжения на баланс напряжений. 

001 −−− UUU .                   (14) 

Контрольные вопросы 

1. Что называется нелинейной цепью? 

2. Какие существуют методы анализа нелинейных цепей?. 

3. В чем заключается графический метод расчета нелинейных цепей 

постоянного тока? 

4. Дайте определение дифференциального сопротивления нелиней-

ного элемента. 

5. Что понимают под графоаналитическим методом расчета нели-

нейных цепей? 
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Лекция 1.3 Цепи однофазного переменного синусоидального 

тока. Общие положения и определения  

План лекции 

1) Общие положения и определения. Источники синусоидальных ЭДС 

и токов.  

2) Причины выбора синусоидальной формы тока и промышленной 

частоты. 

3) Действующие и средние значения периодических ЭДС, напряжений 

и токов.  

4) Векторные диаграммы. 

5) Изображение синусоидальных функций времени комплексными 

числами (символический метод).  

1.3.1 Общие положения и определения.  Источники                        
синусоидальных ЭДС и токов 

 

До сих пор мы изучали электрические цепи постоянного тока, в ко-

торых токи и напряжения зависят только от сопротивлений и не зависят от 

времени. Пример подобной цепи приведен на рисунке 1. 
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U1 t 

U2 U=U1+U2 

Рисунок 1 - Цепь постоянного тока 

Теория переменных токов изучает электрические цепи, в которых 

токи и напряжения зависят и от величин сопротивлений и от времени. 

Пример такой цепи показан на рисунке 2. 

Из огромного многообразия переменных токов, в промышленности, 

получили применение переменные синусоидальные токи. 

Синусоидальным током называется такой ток, величина и на-

правление которого изменяется в зависимости от времени по закону 

синуса. 

Время Т, в течение которого синусоида претерпевает полный цикл 

своего изменения называется периодом, см. рисунок 3.  

Размерность периода - [ ] [ ]секТ = . 
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Число периодов в секунду определяет частоту переменного тока - 

T
f

1
= .  Частота измеряется в герцах - [ ] [ ] [ ]ГцГерц

сек
f ==





=

1
. За один 

герц принимается частота тока в один период в одну секунду. 

Рисунок 2 - Цепь переменного тока 

Переменный синусоидальный 

ток вырабатывается в особых ма-

шинах, которые называются гене-

раторами переменного тока. Эти 

генераторы работают на принципе 

закона электромагнитной индук-

ции. Упрощенная схема такой ма-

шины приведена на рисунке 4, а. 

Там же, рисунок 4,б,  показан об-

щий вид генераторов на электро-

станции. 
 

ωt 

N 

S 

а 

Статор 

Ротор 

   
                       а                                                              б 

Рисунок 4 - Генератор переменного тока 

Генератор состоит из неподвижного статора, на внутренней поверх-

ности которого в особых пазах уложена обмотка. Обмотка статора на ри-

сунке показана в виде одного витка - а. Внутри статора помещается ротор, 

 

Рисунок 3 - Синусоидальный ток 
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приводимый во вращение извне каким либо двигателем (например: паро-

вой или гидротурбиной; двигателем внутреннего сгорания). Ротор пред-

ставляет собой мощный электромагнит постоянного тока. Магнитное поле 

ротора, пересекая при вращении витки обмотки статора, наводит в ней си-

нусоидальную ЭДС. Действительно, при вращении ротора, индукция маг-

нитного поля в обмотке изменяется по синусоидальному закону 

tBB m   sin ω= ,                     (1) 

где mB  - амплитуда индукции поля в обмотке статора; ω  - угловая частота 

вращения ротора генератора. 

60

 21
2 2

pn

T
f

π
ππω === ,                   (2) 

где n - число оборотов ротора генератора в минуту; 

p - число пар полюсов магнитного полюса ротора генератора. Для генера-

тора, показанного на рисунке 3.4, 1=p . 

ЭДС индуктируемая в проводнике обмотки статора определяется из-

вестным выражением 

Blve = ,  откуда                     (3) 

tEtlvBe mm   sin  sin  ωω == . 

1.3.2 Причины выбора синусоидальной формы тока и            
промышленной частоты 

В разных странах частота переменного тока стандартизована и не-

сколько различна. Например, в европейских странах, в России частота 

50=f Гц, в США, Японии и ряде других стран 60=f  Гц. 

Величина промышленной частоты выбрана по многим соображени-

ям, главные из них: 

1) отсутствие вредного действия на глаза человека мигания источни-

ков электрического освещения; 

2) оптимальность габаритов электрических машин и аппаратов; 

3) минимум потерь энергии на гистерезис и вихревые токи в сердеч-

никах машин и аппаратов.  

Примечание:  

1) вес и габариты электрических машин обратно пропорциональны час-

тоте питающего тока; 

2) потери энергии на вихревые токи - )( 2
1 fFPВ =∆ , а потери энергии на 

гистерезис - 2 ( )ГР F f∆ = . 

В России угловая частота промышленного переменного тока  равна: 

3145014,32 2 =⋅⋅== fπω  рад/сек.                   (4) 

Период промышленного переменного синусоидального тока 
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02,0
50

1
==T  сек.                     (5) 

Частота постоянного тока равна нулю. Поэтому постоянный ток есть 

частный случай переменного тока, частота которого равна нулю, а период 

равен бесконечности. 

Все генераторы переменного тока вырабатывают синусоидальные 

токи. Синусоидальность выбрана по многим причинам, главные из них: 

1) из всех периодических кривых синусоида самая плавная (ее про-

изводная - также синусоидальная величина), последнее обеспечивает от-

сутствие динамических толчков при работе машин и перенапряжений в 

изоляции обмоток; 

2) только синусоидальная форма токов дает вращающееся магнитное 

поле, что обеспечивает простое устройство двигателей переменного тока; 

3) синусоида относительно просто записывается математически. 

В общем случае синусоидальный ток может иметь вид, показанный 

на рисунке 5.  

Мгновенное значение переменного 

тока можно записать в форме: 

) sin( ψω += tIi m ,                (6) 

где mI  - амплитуда синусоиды, ампли-

тудой называют наибольшее мгновенное 

значение;  

ω  - угловая частота в рад/сек;  

t - время в сек;  

ψ  - начальная фаза или фаза включения. 

Она показывает, какое мгновенное зна-

чение синусоидальной величины имеет 

место в момент включения; ) ( ψω +t  - аргумент синусоиды.  

Таким образом, синусоида выражается через амплитуду и аргумент. 

1.3.3 Действующее и среднее значения периодических ЭДС,    
напряжений и токов  

1.3.3.1 Действующее значение периодических ЭДС, напряжений и      

токов 

Переменный ток изменяется настолько быстро, что инертные изме-

рительные приборы и электрические машины не успевают следовать за его 

мгновенными изменениями. Они улавливают некоторое усредненное зна-

чение переменного тока. 

Поэтому обычно переменный ток сравнивают по действию с посто-

янным током. Отыскивают переменному току некоторый эквивалент в ви-

 
Рисунок 5 - Синусоидальный пе-

ременный ток 
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де постоянного тока. Этот постоянный ток и называется действующим 

значением переменного тока. 

Сравним переменный ток с постоянным током по количеству выде-

ляемого тепла на одном и том же сопротивлении. 

Рисунок 6 иллюстрирует вывод нижеследующих формул. 

 
Рисунок 6 - Действующее значение переменного тока 

Количество тепла, выделяемое на сопротивлении R  за время T , пе-

ременным током i определяется так 

∫=
T

dtiRQ
0

2
~ .                                                                                            (7) 

Количество тепла, выделяемое на сопротивлении R  за время T , по-

стоянным током I определяется так 

TRIQ
2== .                                                                                               (8) 

Постоянный ток I  будет являться действующим значением пере-

менного тока i , если их тепловое действие будет одинаково. Приравнивая 

выражения (7) и (8) получаем 

∫
T

dtiR
0

2 = TRI 2 , откуда выражая значение I , окончательно имеем 

∫=
T

dti
T

I
0

21
 .                     (9) 

Действующим значением переменного тока называется такой 

постоянный ток, который на том же сопротивлении и за то же время 

выделяет столько же тепла, что и данный переменный ток. 

Обычно, время интегрирования T , принимают равным периоду пе-

ременного тока, поэтому действующее значение переменного тока равно 

среднеквадратичному значению его мгновенной величины. 

Для напряжения, действующее значение будет равно: 
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∫=
T

dtu
T

I
0

21
 .                   (10) 

Выражения (9) и (10) позволяют найти действующие значения пере-

менного тока или напряжения изменяющихся по кривой любой формы. 

Определим действующее значение для синусоидального переменно-

го тока. 

Пусть tIi m   sin ω= . Тогда, согласно (9)  имеем 

∫∫∫ ===
T

m
T

m

T

dtt
T

I
dttI

T
dti

T
I

0

2
2

0

22

0

2
  sin  sin

11
ωω .             (11) 

Интеграл под знаком корня возьмем отдельно. 

Tdttdt
t

dtt
TTTT

2

1
  2 cos

2

1

2

1

2

 2 cos1
  sin

0000

2 =−=
−

= ∫∫∫∫ ω
ω

ω .  

Подставляя последнее значение в выражение (11), получим 

22

1
22
mm I

T
T

I
I == . 

Отсюда имеем действующие значения переменного тока и напряже-

ния: 

.707,0
2

;707,0
2

m
m

m
m

U
U

U

I
I

I

⋅==

⋅==

                   (12) 

Или амплитуды тока и напряжения: 

UU

II

m

m

⋅=

⋅=

2

,2
 .                   (13) 

Электрические машины, аппараты, измерительные приборы работа-

ют на действующих значениях. Рассмотрим два примера. 

Пример 1 

В цепи, см. рисунок 7,  протекает ток, мгновенное значение которого 

равно ti 314sin100= . Найти показания амперметра. 

 

Решение: 

0,707 0,707 100 70,7
2

m

m

I
I I= = ⋅ = ⋅ =  А. 

 

 

 

 i 
A 

 
 

Рисунок 7 - Определение 

показаний амперметра 
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Пример 2 

В цепи, см. рисунок 8, показание вольтметра 220=V  В. Какое на-

пряжение действует на изоляцию проводов? 

 

Решение: 

2 2

1,414 220 311,08 311,1 В.

mU U V= ⋅ = ⋅ =

= ⋅ = ≈
  

 

 

1.3.3.2  Среднее значение синусоидального переменного тока 

Для некоторых расчетов в электротехнике необходимо знать среднее 

значение переменного тока. 

Средним значением переменного тока называется такой переменный 

ток, произведение которого на интервал времени, равен интегралу данного 

переменного тока за тот же интервал времени. 

Вывод нижеследующих формул иллюстрируется рисунком 9. 

 i 

0 

t 

T 

dt 

t 

2

Т
 

i 

2

Т
 

Icp 
t 

 

Рисунок 9 - Среднее значение переменного тока 

∫=
2

0

 
2

T

cp dti
T

I  .                            (14) 

Выражение (14) - среднее значение синусоидальной величины за 

полпериода. Если  tIi m  sinω= , то: 

∫∫∫ ===
2

0

2

0

2

0

) (  sin
2

  sin
2

 
2

T

m

T

m

T

cp tdt
T

I
dttI

T
dti

T
I ωω

ω
ω ; 

 

A R  

 
Рисунок 8 - Определение 

амплитуды напряжения 
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







+−=−= 0  cos

2

 
cos

2

2
)   cos(

2

2 2

0

ω
ω

π
ω

π

tI
dt

I
I m

T

m
cp ; 

( )
π

π
π

mm
cp

II
I

2
1 cos =+−= . 

Окончательно имеем: 

.637,0
2

;637,0
2

m
m

cp

m
m

cp

E
E

E

I
I

I

⋅==

⋅==

π

π
                  (15) 

Часто, для того, чтобы характеризовать форму кривой и легко пере-

ходить от среднего значения к действительному, вводят коэффициент 

формы кривой - fK . 

Коэффициентом формы кривой называют отношение действующего 

значения к среднему. 

ачениесрелнее зн

значениеедействующе
K f

  
= .                (16) 

Для синусоидальной величины имеем, 

11,1
2222

==
⋅

=
ππ

cp

m
f

E

E
K .                 (17) 

Для треугольной формы кривой, 15,1=fK . 

Для прямоугольной формы (меандра), 00,1=fK . 

1.3.4 Векторные диаграммы 

Способ анализа цепей синусоидального переменного тока основан-

ный на представлении синусоиды равномерно вращающимся вектором на-

зывается – методом векторных диаграмм. 

Предположим, что мы имеем равномерно вращающийся вектор, 

длина которого равна амплитуде синусоиды, а скорость вращения против 

стрелки часов, равна t ω , см. рисунок 10.  

 
Рисунок 10 - Метод векторных диаграмм 
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Первоначальное положение вектора определяется углом ψ , который 

называется начальной фазой. 

Тогда проекция данного вектора на ось y может быть записана таким 

образом  

sin(  )mU U tω ψ= + .                           (18) 

Таким образом, каждой синусоидальной величине можно поставить 

в соответствие свой вращающийся вектор. 

При действиях с несколькими синусоидами получаем несколько век-

торов, действия над которыми заменяют действия над синусоидальными 

токами или напряжениями. 

Векторы - амплитуды вращаются с одной скоростью, так как 

частота всех токов и напряжений одна, а значит, относительно друг 

друга они неподвижны. 

Поэтому, когда диаграммы используются для сложения дейст-

вующих величин напряжений и токов то векторы не вращают. 

Векторные диаграммы бывают двух видов: 

- лучевые; 

- топографические. 

Лучевой диаграммой называется такая, в которой все векторы 

напряжений и токов цепи строят из одной точки. 

Топографической диаграммой называется такая, на которой 

векторы напряжений пристраиваются друг к другу в том же порядке, 

в котором они действуют в электрической цепи. 

Лучевые диаграммы на практике используются редко. Топографиче-

ские диаграммы применяются очень широко, потому, что они позволяют 

определять напряжения между любыми точками и узлами электрической 

цепи. 

Векторной диаграммой называется совокупность векторов, ха-

рактеризующих процесс в электрической цепи. 

Способ векторных диаграмм благодаря своей наглядности широко 

используется на практике. 

1.3.5 Изображение синусоидальных функций времени             
комплексными числами (символический метод) 

Инженерный метод расчета электрических цепей переменного тока, 

основанный на применении комплексных чисел, называется символиче-

ским методом.  

Этот метод предложил в 1892 г. американский ученый немецкого 

происхождения Чарлз Протеус Штейнмец. В нем гармонично сочетались 

выдающиеся качества математика, ученого-электротехника, инженера и 
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изобретателя. Он был шеф-электриком крупнейшего американского элек-

тротехнического концерна — фирмы «Дженерал Электрик Компани» 

(GEC), и его по праву называли «самым крупным оборудованием» фирмы.  

Символический метод основан на замене геометрического сло-

жения векторов, сложением алгебраическим комплексных чисел, изо-

бражающих эти вектора. 

 

 

                    а                                                            б 

Рисунок 11 – На фото: а - Ч.П. Штейнмец; б - А. Эйнштейн       (сле-

ва), Н. Тесла (в центре), Ч. Штейнмец (справа) 

Согласно данному методу, вектора, отображающие синусоидальные 

токи или напряжения строятся в комплексной плоскости, рисунок 11. 

 

+1 0 

+j 

-j 

-1 
a 

b 
γ 

  сɺ  

сɺ  

 
Рисунок 11 – Комплексная плоскость 
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Для удобства построения векторных диаграмм в электротехнике 

комплексная плоскость поворачивается в положительную сторону на угол 

90°, как показано на рисунке 12. 

 

Рисунок 12 - Комплексная плоскость в электротехнике 

Комплексное число это самый общий вид числа, все остальные числа 

являются частными случаями этого числа. 

Комплексные числа существуют на комплексной плоскости. Ком-

плексной плоскостью называется плоскость, ориентированная относитель-

но двух взаимно перпендикулярных осей, см. рисунок 11.  

Вертикальная ось называется осью мнимых чисел. На этой оси лежат 

все чисто мнимые числа.  

Горизонтальная ось называется осью действительных чисел. На ней 

лежат все действительные числа.  

Комплексные числа лежат между осями и имеют проекции и на дей-

ствительную и на мнимую оси, как показано на рисунке 11. 

Комплексным числом называют такое число, которое на ком-

плексной плоскости определяется системой из двух чисел. 

Комплексное число позволяет описать вектор его проекциями на 

оси комплексной плоскости. 

Комплексное число может быть представлено в трех формах: алгеб-

раической, тригонометрической и показательной. 

Алгебраическая форма 

c a jb= ±ɺ ,                                                                           (19) 

где cɺ  - комплексное число. Оно обозначается точкой над символом;  

a  - действительная часть комплексного числа;  

jb  - мнимая часть комплексного числа. 

Величина j - называется мнимой единицей или оператором поворота 

на 90° в положительную сторону. Справедливы соотношения: 

1−=j ,  или  12 −=j .                  (20) 
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Тригонометрическая форма 

   cos     sinc a jb c j cγ γ= ± = ±ɺ ɺ ɺ  ,               (21) 

где    cɺ - модуль комплексного числа cɺ ;  

γ  - аргумент комплексного числа cɺ . 

Модуль комплексного числа , определяется таким образом 

22
  bac +=ɺ  .                   (22) 

Аргумент комплексного числа - γ , можно найти по выражению: 

a

b
arctg=γ  .                   (23) 

Справедливы так же соотношения: 

   cos ;    

   sin .

a c

b c

γ

γ

=

=

ɺ

ɺ
                                     (24) 

Показательная форма  

Известно, что    ( cos   sin )c a jb c jγ γ= ± = ±ɺ ɺ , но согласно формуле 

Эйлера: cos   sin
j

j
γ

γ γ ε
±

± = , где ...718281828,2=ε  - основание нату-

ральных логарифмов. 

Поэтому можно записать комплексное число в следующей форме: 

   j
c a jb c

γε ±= ± =ɺ ɺ  .                  (25) 

Выражение (25) называется показательной формой записи комплекс-

ного числа. 

1.3.5.1 Законы Ома и Кирхгофа в комплексной форме  

При использовании комплексных чисел, все законы и методы расче-

та по форме не изменяются, но записываются в комплексном виде: 

Закон Ома в символической форме: 

Z

U
I
ɺ

ɺ = ;  IZU ɺɺ = ;  
I

U
Z

ɺ

ɺ
=  .                 (26) 

Первый закон Кирхгофа в символической форме 

0
1

=







∑
=

= A

ni

i
iIɺ .                   (27) 

Второй закон Кирхгофа в символической форме 

0
11

=+ ∑∑
=

=

=

=

mk

k
k

ni

i
i UE ɺɺ .                           (28) 

Основным преимуществом символического метода является то, что 

геометрические действия над векторами заменяются алгебраическими дей-

ствиями над комплексами, изображающими эти вектора. 
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Контрольные вопросы 

1. Однофазный синусоидальный ток, получение однофазного тока, 

Период, частота, угловая скорость (определение, обозначение, аналитиче-

ская связь между ними).  

2. Основные соображения, по которым принят в промышленности 

переменный ток, изменяющийся по синусоидальной кривой.  

3. Стандартная частота промышленного тока и причины, по кото-

рым она выбрана. 

4. Мгновенное значение переменного тока (определение, обозначе-

ние, аналитические выражения и соответствующие графики).  

5. Амплитудное значение переменного тока (определение и обозна-

чение). 

6. Действующее значение переменного тока любой формы кривой и 

синусоидальной (определение, вывод формул). 
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Лекция 1.4 Идеализированные линейные элементы                  

однофазных цепей синусоидального тока 

План лекции 

1) Идеальный активный элемент.  

2) Идеальный индуктивный элемент. 

3) Идеальный емкостный элемент.  

1.4.1 Идеальный активный элемент 

Активное сопротивление в электрических схемах условно обознача-

ется так, как показано на рисунке 1. 

Идеальным активным сопротивлением 

R  называется элемент цепи, в котором элек-

трическая энергия преобразуется в тепловую 

энергию или полезную механическую работу. 

Идеальный активный элемент не имеет ни 

магнитных, ни электрических полей. Поэто-

му он не запасает внутри себя энергию.  

Если по активному сопротивлению протекает синусоидальный пере-

менный ток tIi m  sinω= , то напряжение на нем будет 

tUtRIRiu mama  sin sin ωω === ,          (1) 

где mma RIU =  - амплитуда активного напряжения. 

Графики колебаний тока и напряжения на активном элементе и век-

торная диаграмма, характеризующая данный элемент приведены на рисун-

ке 2. 

На идеальном активном элементе в любой момент времени напряже-

ние, и ток совпадают по фазе, сдвиг фаз между ними равен нулю. 

Мощность, потребляемая активным элементом от источника энер-

гии, определится: 

tRItItRIiuP mmmaa  sin sin  sin 22 ωωω =⋅== .                (2) 

 

Рисунок 2 - Графики тока и напряжения на активном элементе 

 

 
Рисунок 1 - Активное    

сопротивление 
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Данное выражение определяет закон колебания мощности на актив-

ном элементе цепи. Активная мощность всегда положительна. График, ил-

люстрирующий выражение (2) показан на рисунке 3. 

С энергетической точки зрения, 

положительная мощность, это мощ-

ность, которая поступает из генератора 

в нагрузку, а отрицательная - та, кото-

рая возвращается обратно в генератор. 

В активном сопротивлении транспорт 

энергии односторонний. Односторон-

ний транспорт энергии обеспечивает 

самую большую пропускную способ-

ность проводов электрических линий, 

следовательно, самый экономичный 

способ их использования. Активный 

режим является самым энергетически выгодным и экономичным режимом 

работы цепи. 

1.4.2 Идеальный индуктивный элемент 

Индуктивность в электрических схемах условно обозначается так, 

как показано на рисунке 4. 

Идеальной индуктивностью L , 

называют элемент цепи, в котором 

электрическая энергия полностью 

преобразуется в энергию магнитного 

поля. Идеальный индуктивный эле-

мент не имеет нагрева и электриче-

ских полей. 

Индуктивность препятствует вся-

кому изменению тока в цепи. 

Если по индуктивности протекает синусоидальный переменный ток 

tIi m  sinω= , то напряжение на ней будет: 









+====

2
 sin   cos) sin(

π
ωωωωω tLItLItI

dt

d
L

dt

di
Lu mmmL ;   









+=

2
 sin

π
ω tUu mLL ,           (3) 

где mmL LIU ω=  - амплитуда напряжения на индуктивном элементе. 

Графики колебаний тока и напряжения на индуктивности и вектор-

ная диаграмма, характеризующая данный элемент приведены на рисунке 5. 

Pa

0

t

T
 

Рисунок 3 - График колебания 

мощности на активном 

элементе 

L

Lu

i

  
Рисунок 4 - Индуктивный      

элемент 
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На идеальном индуктивном элементе в любой момент времени ток 

отстает от напряжения на угол 90°. Таким образом, здесь мы наблюдаем 

сдвиг между напряжением и током на угол 
2

π
.  

 uL, i 

0 

Im 
t 

UmL 

T 2

π
ϕ =  

Im 

UmL 

2

π
ϕ =  

 
Рисунок 5 - Графики тока и напряжения на индуктивном элементе 

Данный элемент запасает внутри себя энергию в виде магнитного 

поля. Энергия элемента определяется током, поэтому ток и отстает по фа-

зе. В общем случае, в цепи переменного тока всегда отстает по фазе та ве-

личина, которая связана с энергией. На векторной диаграмме, та величина, 

которая встречается первой, при обходе против часовой стрелки, считается 

отстающей. 

Мощность, потребляемая индуктивным элементом от источника 

энергии, определится: 

tLItItLIiuP mmmLL  2sin sin cos 2 ωωωωω =⋅== .      (4) 

Данное выражение определяет закон колебания мощности на индук-

тивном элементе цепи. График, иллюстри-

рующий выражение (4.4) показан на ри-

сунке 6.  

Из графика следует, что на идеали-

зированной индуктивности мощность ко-

леблется с удвоенной частотой. При этом 

мощность принимает как положительные, 

так и отрицательные значения.  

За период изменения тока в цепи, 

поступление и возврат энергии в индук-

тивный элемент равны друг другу. Это 

значит, что, сколько энергии поступает в 

нагрузку, столько же и возвращается об-

ратно в генератор.  

 РL, i 

0 

t 

T 

LP  

i  

 
Рисунок 6 - График 

колебания мощности на 

индуктивном элементе 
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Энергия здесь не тратится, она колеблется между генератором и на-

грузкой, бесполезно загружая провода. Здесь существуют встречные пото-

ки энергии, фактическое сечение проводов становится меньше геометри-

ческого, в результате пропускная способность линии снижается. В сильно-

точных цепях это вредный режим и от него приходится всеми средствами 

избавляться. 

1.4.3 Идеальный емкостный элемент 

Емкость (конденсатор) в электрических схемах условно обозначается 

так, как показано на рисунке 7. 

Идеальной емкостью C , называют 

элемент цепи, в котором электрическая 

энергия полностью преобразуется в энер-

гию электрического поля. Идеальный ем-

костный элемент не имеет нагрева и маг-

нитных полей. 

Емкость препятствует всякому измене-

нию напряжения в цепи. 

Ток через емкость - это особый ток, по-

скольку он проходит по диэлектрику. Это так называемый ток смещения. 

Он определяется по закону Ома для диэлектрика: 

Cdu
i C

dt
= .                      (5) 

Если по емкости протекает синусоидальный переменный ток 

tIi m  sinω= , то напряжение на ней будет 

( )t
C

I
dtt

C

I
dttI

C
idt

C
u mm

mC  cos  sin  sin
11

ω
ω

ω
ω

ω −==== ∫∫∫ ,   









−=

2
 sin

π
ω tUu mCC ,           (6) 

где mmC I
C

U
ω

1
=  - амплитуда напряжения на емкостном элементе. 

Графики колебаний тока и напряжения на емкости и векторная диа-

грамма, характеризующая данный элемент приведены на рисунке 8. 

На идеальном емкостном элементе в любой момент времени напря-

жение отстает от тока на угол 90°. Таким образом, здесь мы наблюдаем 

сдвиг между напряжением и током на угол 
2

π
− .  

Данный элемент запасает внутри себя энергию в виде электрическо-

го поля.  

Энергия элемента определяется напряжением, поэтому напряжение и 

отстает по фазе.  

 
 

Рисунок 7 - Емкостной 

элемент 
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Рисунок 8 - Графики тока и напряжения на емкостном элементе 

Мощность, потребляемая емкостным элементом от источника энер-

гии, определится: 

tI
C

tItI
C

iuP mmmCC  2sin
1

 sin cos
1 2 ω

ω
ωω

ω
−=⋅== .      (7) 

Данное выражение определяет закон колебания мощности на емко-

стном элементе цепи. График, иллюстрирующий выражение (7) показан на 

рисунке 9.  

Из графика следует, что на идеализированной емкости мощность ко-

леблется с удвоенной частотой. При 

этом мощность принимает как положи-

тельные, так и отрицательные значе-

ния. За период изменения тока, посту-

пление и возврат энергии в емкостном 

элементе равны друг другу. Это значит, 

что, сколько энергии поступает в на-

грузку, столько же и возвращается об-

ратно в генератор. Энергия здесь, как и 

в случае с индуктивностью, не тратит-

ся, она колеблется между генератором 

и нагрузкой, бесполезно загружая про-

вода. Встречные потоки энергии при-

водят к снижению фактического сече-

ния проводов, в результате пропускная 

способность линии снижается.  

Реактивная энергия на емкости противоположна по знаку реактивной 

энергии на индуктивности. Это означает, что емкость и индуктивность 

стремятся поглотить друг друга, скомпенсировать друг друга. Такая ком-

пенсация широко используется на практике, в частности для организации 

резонансных режимов. 

 
Рисунок 9 - График колебания 

мощности на емкостном 

элементе 
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Контрольные вопросы 

1. Рассмотреть активный элемент цепи (дать определение ему, вы-

вести аналитическое выражение для UR при токе i=Im·Sinωt, показать их на 

графике, начертить векторную диаграмму). 

2. Рассмотреть индуктивный элемент (дать определение ему, вывес-

ти формулу для UL при токе i=Im·Sinωt, показать их на графике, начертить 

векторную диаграмму). 

3. Рассмотреть емкостный элемент цепи (дать определение ему, вы-

вести формулу для UC при токе i=Im·Sinωt, показать их на графике, начер-

тить векторную диаграмму). 
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Лекция 1.5  Полная цепь переменного тока. Мощность в цепи 

переменного тока  

План лекции 

1) Закон Ома для полной цепи переменного тока, треугольник на-

пряжений.  

2) Треугольник  сопротивлений и токов.  

3) Мощность в цепи переменного тока. 

1.5.1 Закон Ома для полной цепи переменного тока,                   
треугольник напряжений 

1.5.1.1 Закон Ома для Полной цепи переменного тока 

Полной цепью переменного тока назы-

вается такая цепь, в которой активный, ин-

дуктивный и емкостной элементы соединены 

друг с другом последовательно. 

Часто такие цепи называются - цепями 

RLC . Полная цепь изображена на рисунке 1. 

Пусть на входе цепи действует сину-

соидальное напряжение tUu m  sinω= , пара-

метры цепи R , L  и C  известны. Найдем ам-

плитудное mI , действующее I  и мгновенное 

i  значения тока и сдвиг фаз - ϕ , между 

входным током и напряжением. 

Для решения поставленной задачи построим векторную диаграмму 

для амплитуд, рисунок 2.  

 

Рисунок 2 - Векторная диаграмма 

Основное уравнение физического состояния цепи можно записать, 

используя второй закон Кирхгофа 

 
Рисунок 1 - Полная цепь    

переменного тока 
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

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
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ω
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1
.                                              (1) 

Выражение (1) иллюстрируется заштрихованным треугольником на 

рисунке 2, который называют - треугольником напряжений. 

Чтобы определить величину амплитуды тока, воспользуемся теоре-

мой Пифагора для треугольника напряжения 

2
2

222 1
mmm I

C
LIRU 








−+=

ω
ω ,  

откуда получим закон Ома для цепи переменного тока в амплитудных зна-

чениях  

2
2 1
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
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C
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U
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ω
ω

 .                   (2) 

Разделив обе части выражения (2) на 2 , получим закон Ома в дей-

ствующих значениях 

2
2 1





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


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=

C
LR
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I

ω
ω

 .          (3) 

Размерность выражение  Lω  - [ ] [ ]ОмОмсек
сек

L =





⋅⋅=

1
ω , видим, 

что данное выражение имеет размерность сопротивления, поэтому и назы-

вается - индуктивным реактивным сопротивлением. Оно обозначается: 

fLLxL  2πω == .            (4)  

Индуктивное сопротивление учитывает противодействующий харак-

тер ЭДС самоиндукции катушки, рисунок 3. 

 

Рисунок 3 - Индуктивное сопротивление катушки 

Индуктивное сопротивление катушки в действительности не суще-

ствует. Реально, в цепи существует противодействующая току ЭДС катуш-
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ки индуктивности. Ее влияние можно учесть, если ввести в расчеты сопро-

тивление Lx  реально существующей  ЭДС самоиндукции катушки. 

На преодоление сопротивления Lx  затрачивается столько же напря-

жения источника, сколько идет его на преодоление ЭДС самоиндукции. 

Поскольку ЭДС самоиндукции есть реакция на ток, то индуктивное сопро-

тивление называют реактивным сопротивлением катушки.  

Величина Lx  линейно зависит от частоты. Для постоянного тока 

0=f , поэтому 0=Lx . Реактивное сопротивление индуктивности на по-

стоянном токе не существует. Чем больше частота переменного тока, тем 

выше реактивное сопротивление катушки, при ∞→f , ∞→Lx . 

Размерность выражения 
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1

11

ω
, видим, 

что и данное выражение имеет размерность сопротивления, поэтому оно 

называется - емкостным реактивным сопротивлением. Оно обозначается: 

fCС
xС

 2

11

πω
== .           (5)  

Емкостное сопротивление учитывает противодействующий характер 

ЭДС емкости, см. рисунок 4. 

 

Рисунок 4 - Емкостное сопротивление 

Емкостное сопротивление в действительности не существует. Реаль-

но существует противодействующая напряжению ЭДС поляризации ди-

электрика конденсатора. Ее влияние можно учесть, если ввести в расчеты 

сопротивление Cx  вместо реально существующей ЭДС поляризации ди-

электрика конденсатора. 

Величина Cx  - обратно пропорциональна частоте. Для постоянного 

тока 0=f , поэтому ∞=Cx . Конденсатор постоянный ток не пропускает. 

Чем выше частота переменного тока, тем ниже величина реактивного ем-

костного сопротивления, при ∞→f , 0→Cx . 

Общее реактивное сопротивление X , полученное для случая после-

довательного соединения катушки и конденсатора, будет 
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fC
fL

C
LxxX CL

 2

1
 2

1

π
π

ω
ω −=−=−=  .        (6) 

Реактивное сопротивление учитывает противодействующий харак-

тер ЭДС индуктивности и емкости.  

Знак «минус» перед емкостным сопротивлением учитывает противо-

положное действие ЭДС индуктивности и емкости. Индуктивность и ем-

кость, катушка и конденсатор - два «врага», две противоположности, стре-

мящиеся побороть друг друга. Эта особенность катушек и конденсаторов 

широко используется на практике, например при построении схем, рабо-

тающих в резонансных режимах. 
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LRZ CL +=−+=
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
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


−+=

ω
ω .            (7) 

Величина Z - называется полным сопротивлением цепи переменного 

тока. 

В общем случае, Z  больше чем R . Причина этого лежит в том, в це-

пи переменного тока сопротивление определяется противодействием не 

только материала проводников, но и противодействием ЭДС индуктивно-

сти и емкости. 

Подставим (7) в (3), получим 

( ) Z

U

XR

U

xxR

U

C
LR

U
I

CL

=
+

=
−+

=









−+

=
22222

2 1

ω
ω

.    (8) 

При использовании (8) корень всегда берется со знаком «плюс», так 

как амплитуды mU  и mI  всегда считаются положительными.  

Сдвиг по фазе между входным током и напряжением определится из 

треугольника напряжения векторной диаграммы 

R

X

R

xx

RI

I
C

L

U

UU

U

U
CL

m

m

ma

mCmL

ma

mp
=

−
=









−

=
−

==
ω

ω

ϕ

1

tg .     (9) 

Откуда 

R

X

R

xx

R

C
L

CL arctgarctg

1

arctg =
−

=
−

= ω
ω

ϕ  .              (10) 

Видим, что угол сдвига между током и напряжением зависит только 

от параметров цепи R , L , C  и не зависит от величины токов и напряже-

ний. Этот угол можно сознательно изменять, воздействуя на параметры 

цепи, что широко используется на практике, например в схемах фазовой 

компенсации. 
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1.5.1.2 Треугольники сопротивлений и тока 

Если, как указано выше, все стороны треугольника напряжений раз-

делить на величину тока, получим треугольник сопротивлений, рисунок 5. 

Полное сопротивление всегда равно геометрической сумме активно-

го и реактивного сопротивлений. 

XRZ += .                    (11) 

Величины Z  и R  всегда положительны. Полное реактивное сопро-

тивление X  может быть как положительным, так и отрицательным. Для 

индуктивного характера цепи 0>X , так как CL xx > . А для емкостного ха-

рактера цепи   0<X , поскольку CL xx < . 

 Для цепи  

индуктивного 

характера 

 

Рисунок 5.5 - Треугольник сопротивлений 

Из треугольника сопротивлений имеем: 

Z

R
=ϕ cos ; 

Z

X
=ϕsin ; 

R

X
=ϕ tg ;  

ϕ cosZR = ; ϕsinZX = ; ϕ tgRX = .                                                   (12) 

Выражения (12) используют, если заданы Z  и ϕ cos , а требуется оп-

ределить R  и X . 

Чтобы выразить полное сопротивление комплексным числом, помес-

тим треугольник сопротивления в комплексную плоскость. 

jXRZ ±= .                                              (13) 

Модуль полного сопротивления 

22 XRZ += .                                              (14) 

Аргумент комплекса сопротивления 

R

xx
arctg

R

X
arctg CL −

==ϕ .                                            (15) 

В тригонометрической и показательной формах, сопротивление 

можно записать таким образом:  
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 sin    cos ϕεϕϕ jZZjZZ ±=±= .                                           (16) 

Если напряжение и ток не совпадают по фазе, то в параллельной це-

пи лучше раскладывать на составляющие не напряжение, а вектор тока, 

например, так, как показано на рисунке 6. 

pa III += .                    (17) 

Общий ток всегда равен геометрической сумме активной aI  и реак-

тивной pI  составляющих. 

Активной составляющей называется часть общего тока, совпадаю-

щего по фазе с напряжением. 

 

Рисунок 6 - Треугольник тока 

Реактивным током называется часть общего тока, сдвинутая по фазе 

к напряжению на угол 90° в сторону отставания или опережения. 

Чтобы выразить комплексным числом треугольник тока, поместим 

его в комплексную плоскость. 

pa jIII ±= .                                     (18) 

Амперметр включенный в ветвь где протекает данный ток покажет 

величину равную модулю комплекса тока: 

22
pa III +=ɺ  .                                                        (19) 

Аргумент комплекса тока, 

a

p

I

I
arctg=ϕ .                                     (20) 

В тригонометрической и показательной формах, ток можно записать 

таким образом:  

 sin    cos ϕεϕϕ j
IIjII

±=±= ɺɺɺɺ .                                  (21) 
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1.5.3 Мощность в цепи переменного тока 

Под активной мощностью Р понимают среднее за значение мгновен-

ной мощности р за период Т: 

∫∫ ==
TT

dtui
T

pdt
T

P
00

 
11

,                  (22) 

где u  и i - мгновенные значения напряжения и тока на входе цепи, соот-

ветственно. 

Если ток tIi m   sin ω= , то напряжение на участке цепи, в общем слу-

чае, сдвинуто по фазе на некоторый угол ϕ  и может быть представлено в 

виде: ) ( sin ϕω += tUu m . Тогда 

ϕϕϕωω  cos cos
2

 ) ( sin  sin
1

0

UI
IU

dtttUI
T

P mm
T

mm ==+⋅= ∫ ,            (23) 

где U  и I  - действующие значения напряжения и тока. 

Активная мощность физически представляет собой энергию, кото-

рая выделяется в единицу времени в виде теплоты на участке цепи в со-

противлении R . Действительно, произведение cosU I Rϕ⋅ = ⋅ ; следова-

тельно, 

RIP 2= .                    (24) 

Активная мощность измеряется в ваттах (Вт). 

Под реактивной мощностью Q  понимают величину: 

ϕ sinUIQ = .                    (25)  

Реактивную мощность принято измерять в вольт-амперах реактивных 

(Вар). Если 0 sin >ϕ , то  0>Q , если 0 sin <ϕ , то и 0<Q . 

Физически реактивная мощность Q  характеризует собой ту энергию, 

которой обмениваются генератор и приемник и которая идет на создание в 

цепи магнитного и электрического полей. 

Полная (кажущаяся) мощность потребляемая цепью составляет 

UIS = .                    (26) 

Она измеряется в вольт-амперах (ВА).  

Между S , Q  и P  существует соотношение 
222

SQP =+ .                   (27) 

Графически эту связь можно представить в виде прямоугольного тре-

угольника (рисунок 7). Он называется - треугольником мощности. 

Чтобы выразить мощность комплексным числом, поместим треуголь-

ник мощности в комплексную плоскость. 

jQPS ±= .                            (28) 

Модуль полной мощности 
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22 QPS += .                                              (29) 

 

CL xx >  

Для индуктивного 

характера цепи 

LC xx >  

Для емкостного 

характера цепи 

PS  
ϕ  

Q  

P  S  
ϕ  

Q  

 
Рисунок .7 - Треугольник мощности 

В тригонометрической и показательной формах, мощность можно за-

писать таким образом:  

 sin    cos ϕεϕϕ jSSjSS ±=±= .                                           (31) 

В расчетах, ток Iɺ  и напряжение Uɺ  получаются в виде комплексных 

чисел. В этом случае, комплекс мощности можно определять таким обра-

зом: 
2

   IZIIZIUS ɺ
⌢
ɺɺ

⌢
ɺɺ =⋅⋅=⋅= .                 (32) 

Величина cos  ϕ  в выражении (23) называется – коэффициент мощ-

ности. Он показывает, какая часть полной мощности S U I= ⋅  идет на соз-

дание активной (полезной) работы. Поэтому  cos  ϕ  часто называют элек-

трический коэффициент полезного действия. Чем ближе коэффициент 

мощности к единице, тем экономичнее работа данной электрической цепи 

или устройства. Для повышения cos  ϕ  при эксплуатации электроустано-

вок специальными средствами компенсируют реактивную мощность, 

стремясь ее уменьшить.  

Другой путь повышения cos  ϕ  - это избегать режимов работы элек-

трооборудования близких к чисто индуктивному или чисто емкостному 

характеру. 
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Контрольные вопросы 

1. Вывести формулу закон Ома для цепи переменного тока и рас-

крыть физическую сущность его, сопоставляя с формулой закона Ома для 

цепи постоянного тока. 

2. Средняя активная мощность (определение, вывод формулы).  

3. Что такое коэффициент мощности (аналитическое выражение, 

определение; физическая сущность)?  

4. Влияние коэффициента мощности на экономичность электропе-

редачи. 

5. Треугольники мощностей (получение треугольника, понятие об 

активной, реактивной и полной мощностях, единицы измерения их).  

6. Приведите выражение для комплекса полной мощности в алгеб-

раической, тригонометрической и показательной форме.  

7. Дайте определение комплекса полной мощности через ток и на-

пряжение.  

8. Приведите выражение для комплекса полной мощности выражен-

ной через ток и сопротивление. 
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Лекция 1.6  Электрические резонансы  

План лекции 

1) Общая характеристика резонансных цепей. 

2) Резонанс напряжений. Собственная частота цепи и способы ее ре-

гулирования. Волновое сопротивление и добротность контура. Избира-

тельность и полоса пропускания. Частотные характеристики резонанса на-

пряжений. Векторная диаграмма резонанса напряжений. 

3) Резонанс токов. Собственная частота цепи при резонансе токов. 

Частотные характеристики резонанса токов. Векторная диаграмма резо-

нанса токов.  

1.6.1 Общая характеристика резонансных цепей. 

Резонансные явления широко используются в технике. Известны ре-

зонансы: механические; химические; ядерные; электрические и др. 

Режим резонанса наступает лишь тогда, когда частота внешних воз-

действий на систему равна собственной частоте системы, рисунок 1. 

00  2 2 ff πωπω === ,           (1) 

где f  ,ω - угловая и временная частота 

внешних воздействий;  

00   , fω  - угловая и временная собственная 

частота системы. 

Собственной частотой системы назы-

вается число переливаний энергии внутри 

системы из одной формы в другую за одну секунду. 

В электрических цепях энергия может сосредотачиваться в разных 

формах в двух элементах цепи: индуктивном (магнитное поле) и в емкост-

ном (электрическое поле). 

Таким образом, электрическая цепь обладает собственной частотой 

0ω , если в ней имеется хотя бы одна катушка и один конденсатор. 

Катушка и конденсатор могут соединяться друг с другом только дву-

мя способами: 

1) последовательно;  

2) параллельно. 

В связи с этим имеется лишь два вида электрических резонансов: ре-

зонанс напряжений и резонанс токов. 

Электрические резонансы сопровождаются резким увеличением на-

пряжения или тока, т.е. являются усилительными электрических величин. 

Любая пассивная электрическая цепь, находящаяся в режиме резо-

нанса, характеризуется следующими свойствами: 

 
 

Рисунок 1 - Возникновение   

резонанса 

0ω  ω  
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1) входное реактивное сопротивление (для резонанса напряжений) 

или входная реактивная проводимость цепи (для резонанса токов) равны 

нулю 

0   ,0 == вхвх bX  ;             (2) 

2) входное напряжение и ток совпадают по фазе 

 0==
∧

вхвхвх IU ϕɺɺ  ;           (3) 

3) входная мощность чисто активная 

вхвхвхвх PjPjQPS =±=±= 0  .         (4) 

Рассмотрим теперь каждый из резонансных режимов в отдельности. 

1.6.2 Резонанс напряжений 

Резонанс при последовательном соединении индуктивности и емко-

сти называется резонансом напряжений. Схема резонансной цепи приведе-

на на рисунке 2. 

Дано:  

входное напряжение tUu m   sin ω= ; пара-

метры цепи: R ; L ; C ; причем 0min →=R . 

Найдем:  

1) собственную частоту цепи 0ω ;  

2) полное входное сопротивление цепи при 

резонансе pZ ; 

 3) ток в момент резонанса pI ;  

4) сдвиг фаз между током и напряжением в 

момент резонанса pϕ ;  

5) напряжения на индуктивном LpU  и емко-

стном CpU  элементах цепи при резонансе. 

На основании общего положения о резонансах, имеем 

0
1

0
0 −−=−=

C
LxxX CLвх

ω
ω ;  12

0 =LCω  откуда  

LC

1
0 =ω .                                                                                               (5) 

Собственная частота электрической цепи зависит только от парамет-

ров цепи и не зависит от величины токов и напряжений. 

Из выражения (6.5) следует, что собственную частоту 0ω  цепи мож-

но сознательно регулировать: 

1) изменением емкости С (переменный конденсатор); 

2) изменением индуктивности (вариометр); 

 
Рисунок 2 - Схема цепи в 

которой возможен 

резонанс напряжений 

aU  

I  

С  

R  

LU  

CU  

L  U  
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3) изменением емкости и индуктивности одновременно. Наиболее 

часто используются два первых способа, а последний способ - редко. 

Определим входное сопротивление цепи при режиме резонанса. 
2 2( )p L CZ R x x R= + − = , то есть   min== RZ p .      (6) 

При резонансе напряжений сопротивление цепи для резонансной 

частоты является чисто активным. Оно минимально и определяется только 

сопротивлением металла, из которого выполнена цепь. 

Ток при резонансе найдется: 

max===
R

U

Z

U
I

p
p  .           (7) 

При резонансе напряжений ток в цепи максимальный и имеет актив-

ный характер. 

Действительно, 

0
0

arctgarctg ==
−

=
RR

xx CL
pϕ , 0==∠ ppвх IU ϕɺɺ .      (8) 

При резонансе напряжений входное напряжение и ток совпадают по 

фазе. 

Выясним, как обстоит дело с мощностью в цепи. 

0, sin0 cos

 sin cos

pвхpвх

ppвхppвхвхвхвх

IjUIU

IjUIUjQPS

±=

=±=±= ϕϕ
 

R

U

R

U
UIUPS вхвх

вхpвхвхвх

2

====  .                  (9) 

При резонансе напряжений цепь потребляет от источника, через 

входные клеммы только активную энергию. 

Внутри цепи имеется реактивная энергия, она колеблется между ин-

дуктивностью и емкостью, не выходя за пределы цепи. 

Определим величины напряжений на элементах цепи. 

appвх UU
R

U
RIZU ==== , aвх UUU ==  .              (10) 

Напряжение на активном сопротивлении равно напряжению источ-

ника энергии, питающему цепь. 

max→=== pCpLCL IxIxUU ɺɺ .                (11) 

Сопротивления при резонансе можно записать таким образом: 

C
L

0
0

1

ω
ω = , но 

LC

1
0 =ω , тогда 
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ρω =====
C

L

C

LC

C

LC

LC
C

L
20 1

1
. Отсюда имеем 

ρ
ω

ω =====
C

L

C
Lxx CL

0
0

1
 .                (12) 

Величина ρ - называется волновым или характеристическим сопро-

тивлением контура. 

Определим теперь отношения LU  или CU  к U . 

Q
RRI

I

RI

Ix

RI

Ix

U

U

U

U

p

p

p

pC

p

pLCL ======
ρρ

.               (13) 

Величина 
R

Q
ρ=  - называется добротностью контура. 

Добротность контура Q  показывает во сколько раз при резонансе 

напряжение на индуктивности или емкости больше, чем напряжение, при-

ложенное к цепи. 

1>Q , если R
C

L
>=ρ .                 (14) 

Наибольшее значение добротности, которое достижимы на практике 

200 - 500. 

Из полученных выражений следует, что основная особенность резо-

нанса напряжений состоит в том, что напряжения на катушке и на конден-

саторе по абсолютной величине равны друг другу и могут значительно 

превышать напряжение источника, питающего цепь. 

UUU CL
ɺɺɺ >>=  .                   (15) 

Векторная диаграмма резонанса напряжений представлена на рисун-

ке 3. На нем KUɺ  - напряжение на катушке индуктивности, состоящее из 

реактивного напряжения LUɺ  и активного сопротивления проводов катуш-

ки aUɺ , которые определяют на практике общее активное сопротивление 

цепи. 

 

Рисунок 3 - Векторная диаграмма резонанса напряжений 

Iɺ  

Uɺ  

CUɺ  LUɺ  

aUɺ  

aLK UUU ɺɺɺ +=  

0=ϕ  
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Частотные характеристики цепи называются функциональные зави-

симости электрических величин, характеризующих цепь, от частоты. 

Вид основных частотных характеристик для резонанса напряжений, 

представлен на рисунке 4. 

Можно доказать, что все кривые имеют параболический характер. 

Из графика следует, что сопротивление цепи для резонансной часто-

ты минимально, а ток максимальный. 

Характер зависимости тока от частоты показывает, что цепь облада-

ет «избирательными свойствами». 

Под избирательными свойствами понимают способность цепи резко 

изменять свое сопротивление или проводимость для определенных значе-

ний частоты. 

Избирательные свойства широко используют в устройствах радио-

техники и системах связи. 

Видим, что чем больше величина добротности цепи, тем острее ре-

зонансная кривая, тем лучше «избирательность цепи». 
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Рисунок 4 - Частотные характеристики при резонансе                                

напряжений 

 

На резонансной частоте цепь носит чисто активный характер, ток и 

напряжение совпадают по фазе.  

На частотах выше резонансной характер цепи становится индуктив-

ным, и ток отстает от напряжения. Таким образом, в резонансных цепях 

наблюдается явление опрокидывания фазы. Фаза тока из опережающей, 

становится отстающей и наоборот. 

В сильноточных промышленных цепях опрокидывание фазы опасное 

явление. Оно может вызвать изменение направления вращения двигателей, 
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что во многих технологических процессах недопустимо и приводит к ава-

рийному режиму. 

Большой ток, потребляемый цепью в момент резонанса, ограничива-

ет применения данного режима. Обычно по схеме резонанса напряжений 

строятся выходные контуры радиопередатчиков, мощных генераторов вы-

сокой частоты для высокочастотной закалки, плавки и нагрева. 

1.6.3 Резонанс токов 

Резонанс при параллельном соединении индуктивности и емкости 

называется резонансом токов. Схема цепи с резонансом токов показана на 

рисунке 5. 

Дано:  

входное напряжение tUu m   sin ω= ; па-

раметры цепи: 1R ; 2R ; L ; C ; причем 

021 →≈ RR . 

 Найдем:  

1)  собственную частоту цепи 0ω ; 

2)  полную входную проводимость цепи 

при резонансе pY ; 

3)  полное входное сопротивление цепи 

при резонансе pZ ; 

4)  входной ток в момент резонанса pI ; 

5) токи в индуктивной LpI  и емкостной CpI  ветвях при резонансе;  

6) сдвиг фаз между током и напряжением в момент резонанса pϕ ; 

7) входную мощность в момент резонанса PS . 

Полные сопротивления ветвей схемы в комплексной форме можно 

записать так: 

LjRjxRZ ω+=+= 1111
ɺ ;    

C
jRjxRZ

 

1
2222

ω
−=−=ɺ .            (16) 

Проводимости ветвей будут такими: 
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Полная входная проводимость цепи при параллельном соединении 

ветвей является суммой проводимостей отдельных ветвей 

)()( 122121 bbjggjbgYYY −++=+=+=   или  

 
Рисунок 5 - Схема цепи в 

которой возможен резонанс 

токов 
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Найдем собственную частоту цепи. На основании общего положения 

о резонансах, имеем 
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Если учесть (6) в (18), то получим: 
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где 
C

L=ρ  - волновое сопротивление цепи. 

Таким образом, и здесь, при резонансе токов, собственная частота 

цепи зависит только от параметров цепи и от схемы их соединения и со-

вершенно не зависит ни от токов, ни от напряжений. 

Регулирование собственной частоты производится теми же способа-

ми, что и при резонансе напряжений. 

Если считать, что 021 →≈ RR , то 
LC

1
0 =ω  .              (21) 

Собственная частота при резонансе токов, в случае равенства 

021 →≈ RR  близка к собственной частоте при резонансе напряжений. 

В момент резонанса входная проводимость будет 
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Так как 0211 →=≈>> RRRx ; 0122 →=≈>> RRRx , то 
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Ранее мы определили, что 

ρ
ω

ω =====
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C
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Тогда получаем: 
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Yp =+= , или окончательно  
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Соответственно входное сопротивление будет 
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p
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Поскольку, активные сопротивления ветвей считаются малыми, то 
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Таким образом, при резонансе токов входная проводимость цепи 

стремится к нулю, а входное сопротивление к бесконечности. 

Определим входной ток всей цепи 

0min
2
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2
→====

→Rp
pp

R
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Z

U
UYI

ρ
 .               (27) 

 

При резонансе токов входной 

ток предельно мал, так как сопротив-

ление цепи стремится к бесконечно-

сти. 

Это свойство широко использу-

ется на практике - резонанс токов яв-

ляется заградительным фильтром, не-

прозрачной преградой, пробкой для 

токов резонансной частоты, рисунок 6. 

Найдем теперь токи, протекающие в ветвях схемы в момент резонан-

са. 

Поскольку 01 →g  и 02 →g , имеем: 

1111 )( jUbjbgUYUI pLp −=−==ɺ ; 

 2222 )( jUbjbgUYUI pCp =+==ɺ .                (28) 

Реактивные проводимости будут равны: 
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Рисунок 6 - Схема фильтра на     

резонансе токов 
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Так как 02121 →=≈>>== RRRxx pp ρ , то получим: 

ρ

U
jILp −=ɺ ;  

ρ

U
jICp =ɺ .                          (30) 

Токи при резонансе равны по абсолютной величине и противопо-

ложны по фазе. 

Выражения (30) получены в предположении, что активные сопро-

тивления ветвей равны нулю. При этом общий входной ток цепи, равный 

сумме токов текущих в ветвях получится  

0min
U

j
U

j
R2

UIII CpLpp →=
ρ

+
ρ

−=
ρ

=+= ɺɺɺ . 

В действительности, так как 021 ≠≈ RR , то общий ток существует, 

но весьма малой величины. 

Выясним, как относятся токи ветвей к входному току. 
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где Q  - добротность контура.  

На основании полученных выражений можно сформулировать глав-

ное свойство резонанса токов. 

При резонансе токов, токи в ветвях равны по абсолютной величине, 

противоположны по фазе и могут во много раз превышать входной ток це-

пи. 

Следовательно, 

рCpLp III ɺɺɺ >>=  .                           (32) 

Определим фазовый сдвиг на входе цепи. 

0
0

arctgarctg ===
pp

p
p

gg

b
ϕ  .                 (33) 

Входной ток и напряжение при резонансе токов совпадают по фазе. 

max10 cos cos ===pϕ  .                          (34) 

Коэффициент мощности на входе цепи при резонансе токов макси-

мален и равен единице. Следовательно, цепь работает в самом экономич-

ном режиме. 

Входная мощность цепи при резонансе будет 

pppppppppp UIjUIUIjUIUIjQPS =⋅+⋅=+=+= 01 sin cos ϕϕɺ ; 
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2

2

2
p p p

R
S P U I U

ρ
= = ⋅ =ɺ  , поскольку 0PI →ɺ , то 0pS →ɺ .                 (35) 

Видим, что цепь потребляет от источника только активную мощ-

ность. Причем весьма малую.  

Потребляемая мощность будет тем меньше, чем выше добротность 

цепи. Поэтому данный тип резонанса широко применяют в радиотехнике, 

электронике, и автоматике. 

Внутри цепи существует и реактивная мощность в виде магнитного 

и электрического полей, но она не выходит за пределы цепи. 

Векторная диаграмма резонанса токов показана на рисунке 7. 

 
Uɺ  

pIɺ  
LpIɺ  CpIɺ  

0  j+  j−  
 

Рисунок 7 - Векторная диаграмма резонанса токов 

Графики частотных характеристик для резонанса токов  показаны на 

рисунке 8. 
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Рисунок 8 - Частотные характеристики токов при резонансе        

токов 

 В виду того, что мощность, потребляемая резонансной цепью 

при резонансе токов минимальна, и стремится к нулю, данный тип резо-

нанса широко применяется в радиоэлектронике, приборостроении и авто-

матике.  
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Контрольные вопросы 

1. Понятие о явлении резонанса. Понятие о колебательной системе, 

собственной частоте колебаний в резонансах.  

2. Рассмотреть резонанс напряжений. Дать схему, формулу резо-

нансной частоты и методы настройки цепи в резонанс. 

3.  Каковы электрические параметры схемы при резонансе напряже-

ний (ток, напряжения на элементах цепи, входная мощность, коэффициент 

мощности, добротность)? 

4. Частотные характеристики резонанса напряжений, векторная диа-

грамма, практическое значение. 

5. Резонанс токов. Дать схему, формулу резонансной частоты и ме-

тоды настройки цепи в резонанс. 

6. Каковы электрические параметры схемы при резонансе токов 

(ток, напряжения на элементах цепи, входная мощность, коэффициент 

мощности, добротность)? 

7. Частотные характеристики резонанса токов, векторная диаграмма, 

практическое значение. 
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Лекция 1.7  Трехфазные электрические цепи с                               

симметричными и несимметричными приемниками  

План лекции 

1) Понятие о трехфазных источниках ЭДС и тока. Способы получе-

ния трехфазного тока. Преимущества трехфазной системы электроснаб-

жения. Способы записи комплексных напряжений генератора.  

2) Соединение «звездой». Соотношения между токами и напряже-

ниями. Симметричный и несимметричный режимы работы. Роль нулево-

го провода. Векторные диаграммы. 

3) Соединение «треугольником». Соотношения между токами и 

напряжениями. Симметричный и несимметричный режимы работы. Век-

торные диаграммы. 

4) Мощность в трехфазной сети. Универсальная формула мощности. 

1.7.1 Понятие о трехфазных источниках ЭДС и тока. Способы             
получения трехфазного тока. Преимущества трехфазной       
системы электроснабжения. Способы записи комплексных      
напряжений генератора 

Трехфазные системы в настоящее время получили наибольшее рас-

пространение. На трехфазном токе работают все крупные электростанции 

и потребители, что связано с рядом преимуществ трехфазных цепей перед 

однофазными, важнейшими из которых являются:   

 - экономичность передачи электроэнергии на большие расстояния; 

 - возможность применения самого надежного и экономичного, 

удовлетворяющего требованиям промышленного электропривода, трех-

фазного асинхронного двигателя с короткозамкнутым ротором; 

- возможность получения с помощью неподвижных обмоток вра-

щающегося магнитного поля, на чем основана работа синхронного и асин-

хронного двигателей, а также ряда других электротехнических устройств. 

- уравновешенность симметричных трехфазных систем, это означает, 

что суммарная мгновенная мощность всех фаз остается величиной посто-

янной в течение всего периода синусоидальной ЭДС. Уравновешенность 

имеет важнейшее практическое значение. Если бы суммарная мгновенная 

мощность пульсировала, то на валу между турбиной и генератором дейст-

вовал бы пульсирующий момент. Такая переменная механическая нагрузка 

вредно отражалась бы на генерирующей установке, сокращая срок ее 

службы.  

Трехфазной электрической цепью или трехфазной системой цепей 

называют такую систему, в которой действуют три синусоидальные ЭДС, 
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одинаковой частоты и амплитуды, сдвинутые друг относительно друга по 

фазе на угол π
3

2  (120°) и создаваемые общим источником энергии. Этим 

источником является трехфазный синхронный генератор.  

Он состоит из неподвижной части – статора 1 и подвижной части – 

ротора 3, рисунок 1.  

Статор представляет собой 

пустотелый цилиндр, собранный из 

листов электротехнической стали, 

изолированных друг от друга. На 

внутренней поверхности цилиндра 

выштампованы канавки – пазы. В 

пазы статора  укладываются три 

одинаковых обмотки 2, оси которых 

смещены друг относительно друга 

на треть окружности статора (на 

120º). 

Ротор представляет собой 

электромагнит, обмотка 4 которого, 

питается постоянным током. Он на-

зывается – ток возбуждения. Посто-

янный ток возбуждения подводится 

к обмоткам электромагнитов ротора 

через два изолированных друг от друга и от вала машины кольца, через 

щетки, скользящие по кольцам. При вращении ротора (магнитного поля) в 

каждой фазе (обмотке) статора (выводы AX, BY, CZ, соответственно)  по 

закону электромагнитной индукции будут наводиться ЭДС, изменяющиеся 

по синусоиде и сдвинутые на 120°. Обмотки генератора и их ЭДС показа-

ны на рисунке 2.  

 

Рисунок 2 – Пояснение к работе генератора 

Векторная диаграмма ЭДС генератора показана на рисунке 3. 

 

 
Рисунок 1 – Трехфазный       

 генератор 
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sin ;

sin( 120 );

sin( 120 ) sin( 120 ).

A AM

B BM

C CM CM

E E t

E E t

E E t E t

ω

ω

ω ω

=

= + °

= − ° = + °

         (1) 

Частота тока в фазах обмотки статора запишется:  

60

pn
f = ,  2 fω π= ,                                                                   (2) 

где р – число пар полюсов обмотки ротора генератора; 

n – частота вращения вала. 

 Комплексные действующие ЭДС будут иметь выражения: 

120

120

;

1 3
( 0,5 0,866);

2 2

1 3
( 0,5 0,866).

2 2

A M

j

B M M M

j

C M M M

E E

E E e E j E j

E E e E j E j

°

− °

=

 
= = − − = − − 

 

 
= = − + = − + 

 

ɺ

ɺ

ɺ

     (3) 

EC EB

EA

+1

-1

+j -j

-120°+120°

 
Рисунок 3 – Векторная диаграмма ЭДС генератора 

Часть трехфазной системы, в которой может протекать один из ее 

токов, называется фазой. В каждой фазе следует различать начало и конец. 

Началом называются выводы обмотки с высоким потенциалом, а 

концом – с низким потенциалом. 

Таким образом, понятие «фаза» имеет в электротехнике два различ-

ных значения: 

- фаза как аргумент синусоидально изменяющейся величины; 

- фаза как составная часть многофазной электрической системы. 
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Обмотки трехфазных генераторов, как правило, соединяются по схе-

ме “звезда” (рисунок 4). Соединением в “звезду” называется такое, при ко-

тором три начала или три конца фаз соединяются в общую точку, назы-

ваемую нулевой или нейтральной. 

 
Рисунок 4 - Схема соединения обмоток трехфазного генератора “звезда” 

  От начала обмоток А, В, С, и нейтральной точки N выводят прово-

да, по которым энергия передается приемникам (потребителям). Провода, 

соединяющие начала обмоток источника и приемника называют линейны-

ми, а провод, соединяющий нейтральные точки источника питания и при-

емника - нейтральным проводом или нейтралью.  

Напряжения ,   ,   AB BC CAU U U  (рисунок 3) между линейными прово-

дами, называют - линейными напряжениями, а токи CBA iii     , ,  в линейных 

проводах - линейными токами.  

Напряжения ,   ,   A B CU U U  между нейтральным проводом и соответ-

ствующими линейными проводами называют фазными напряжениями. 

Положительное направление токов в линейных проводах принято в 

сторону потребителей, а в нейтральном проводе в сторону источника. 

1.7.2 Соединение «звездой». Соотношения между токами и                     
напряжениями. Симметричный и несимметричный режимы     
работы. Роль нулевого провода. Векторные диаграммы 

Приемниками электрической энергии могут быть включены в трех-

фазную сеть двумя способами: “звездой” или “треугольником”. На рисунке 

5 представлена схема соединения генератора и нагрузки по схеме “звезда - 

звезда” с нейтральным проводом. 
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Напряжения cba UUU ɺɺɺ     ,, - фазовые напряжения приемника, 

CBA UUU ɺɺɺ     ,,  - фазные напряжения генератора. Из схемы видно, что 

cCbBaA UUUUUU ɺɺɺɺɺɺ ===     ,, .                       (4) 

Рисунок 5 - Соединение генератора и нагрузки по схеме “звезда - звезда” 

Соотношения между линейными и фазовыми напряжениями опреде-

ляются в общем случае по второму закону Кирхгофа (в геометрической 

или комплексной форме): 

.

,

,

ACCA

CBBC

BAAB

UUU

UUU

UUU

ɺɺɺ

ɺɺɺ

ɺɺɺ

−=

−=

−=

  

  

            (5) 

При соединении потребителей “звездой”, когда все линейные и фа-

зовые напряжения равны    A B C ЛU U U U= = =ɺ ɺ ɺ , а    a b c ФU U U U= = =ɺ ɺ ɺ  

справедливо соотношение 

.3 ФЛ UU ⋅=             (6) 

Ток в нейтральном проводе определяется по первому закону Кирх-

гофа 

CBAN IIII ɺɺɺɺ ++= .           (7) 

При симметричной нагрузке ( ФCBA ZZZZ === ), ток в нейтраль-

ном проводе отсутствует, поэтому необходимость, в нем отпадает.  

Векторная диаграмма цепи при симметричной нагрузке показана на 

рисунке 6, а. 

При несимметричной нагрузке ток ( CBA ZZZ ≠≠ ), токи в фазах раз-

личны, но за счет нейтрального провода напряжения на каждой фазе при-
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емника с изменением нагрузки практически остается постоянным по вели-

чине и равным фазному напряжению генератора. Векторная диаграмма при 

несимметричной (неравномерной) нагрузке соответствует показанной на 

рисунке 6, а. При обрыве нейтрального провода, что является серьезной 

аварией, диаграмма принимает вид, показанный на рисунке 6, б. Возникает 

перекос фазных напряжений, зависящий от величин и характера нагрузки в 

фазах. 
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Рисунок 6 – Векторные диаграммы: а – в нормальном режиме при любой 

нагрузке; б – при обрыве нейтрального провода и неравномерной нагрузке. 

Таким образом, нейтральный провод обеспечивает симметрию фаз-

ных напряжений приемника при несимметричной нагрузке. 

1.7.3 Соединение «треугольником». Соотношения между токами 
и напряжениями. Симметричный и несимметричный режимы 
работы. Векторные диаграммы 

Генератор и потребитель могут быть соединена по схеме “звезда - 

треугольник” (см. рисунок 7). 

При соединении потребителя “треугольником” фазные напряжения 

всегда равны соответствующим линейным: 

.

,

,

CAca

BCbc

ABab

UU

UU

UU

ɺɺ

ɺɺ

ɺɺ

=

=

=

             (8) 

Фазные и линейные токи не равны между собой, соотношения между 

ними можно получить по первому закону Кирхгофа (в геометрической или 

комплексной форме): 
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.

,

,

BCCAC

ABCB

CAABA

III

III

III

ɺɺɺ

ɺɺɺ

ɺɺɺ

−=

−=

−=

            (9) 

 

Рисунок 7 - Соединение генератора и нагрузки по схеме “звезда-

треугольник” 

Векторная диаграмма при неравномерной нагрузке и соединении в 

треугольник приведена на рисунке 8. 
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Рисунок 8 – Векторная диаграмма соединения в треугольник при                

неравномерной нагрузке 
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Независимо от характера нагрузки геометрическая сумма линейных 

токов равна нулю. 

0=++ CBA III ɺɺɺ .          (10) 

При симметричной нагрузке соотношение между модулями фазных 

( ФI ) и линейных токов ( ЛI ) определяется выражением 

ФЛ II ⋅= 3 .          (11) 

1.7.4 Мощность в трехфазной сети. Универсальная формула 
мощности 

В общем случае несимметричной нагрузки активная мощность трех-

фазного приемника равна сумме активных мощностей отдельных фаз 

A B CP P P P= + + ,           (12) 

здесь 

cosA A A AP U I ϕ= , cosB B B BP U I ϕ= , cosC C C CP U I ϕ= , 

где  ,  ,  A B CU U U   и ,  ,  A B CI I I  – фазные напряжения и токи; 

 ,  ,  A B Cϕ ϕ ϕ  – углы сдвига фаз между напряжением и током. 

Реактивная мощность соответственно равна алгебраической сумме 

реактивных мощностей отдельных фаз 

A B CQ Q Q Q= + + ,          (13) 

здесь sinA A A AQ U I ϕ= , sinB B B BQ U I ϕ= , sinC C C CQ U I ϕ= , 

где  ,  ,  A B CU U U   и ,  ,  A B CI I I  – фазные напряжения и токи; 

 ,  ,  A B Cϕ ϕ ϕ  – углы сдвига фаз между напряжением и током. 

Полная мощность отдельных фаз 

A A AS U I= , B B BS U I= , C C CS U I= .       (14) 

Полная мощность трехфазного приемника 
2 2

S P Q= + .          (15) 

При симметричной системе напряжений 

   A B C ЛU U U U= = =ɺ ɺ ɺ , и    a b c ФU U U U= = =ɺ ɺ ɺ  , 

и симметричной нагрузке 

   a b c ФI I I I= = =ɺ ɺ ɺ ; = A B Cϕ ϕ ϕ ϕ= = ,  

фазные мощности равны  

cosA B C Ф Ф Ф ФP P P P U I ϕ= = = = , 

sinA B C Ф Ф Ф ФQ Q Q Q U I ϕ= = = = .       (16) 

Активная мощность симметричного трехфазного приемника 

3 3 cosФ Ф Ф ФP P U I ϕ= = .         (17) 

Аналогично выражается и реактивная мощность 

3 3 sinФ Ф Ф ФQ Q U I ϕ= = .         (18) 
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Выражения часто называют универсальными формулами мощности. 

Из них следует, что в трехфазной цепи при симметричной системе 

напряжений и симметричной нагрузке достаточно измерить мощность од-

ной фазы и утроить результат. 

1.7.4.1 Измерение активной мощности в трехфазных цепях 

Измерение активной мощности в трехфазных цепях производят с 

помощью трех, двух или одного ваттметров, используя различные схемы 

их включения. Схема включения ваттметров для измерения активной 

мощности определяется схемой сети (трех- или четырехпроводная), схе-

мой соединения фаз приемника (звезда или треугольник), характером на-

грузки (симметричная или несимметричная), доступностью нейтральной 

точки. 

При несимметричной нагрузке в четырехпроводной цепи активную 

мощность измеряют тремя ваттметрами (рисунок 9), каждый из которых 

измеряет мощность одной фазы – фазную мощность. 

 

Рисунок 9 – Измерение мощности в схеме несимметричной «звезды» 

Активная мощность приемника определяют по сумме показаний трех 

ваттметров: 1 2 3Р Р Р Р= + + . 

Измерение мощности тремя ваттметрами возможно при любых усло-

виях. 

При симметричном приемнике и доступной нейтральной точке ак-

тивную мощность приемника определяют с помощью одного ваттметра, 

измеряя активную мощность одной фазы PФ по схеме рисунок 10. Актив-

ная мощность всего трехфазного приемника равна при этом утроенному 

показанию ваттметра: 3 ФР Р= . 

Измерение активной мощности симметричного приемника в трех-
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фазной цепи одним ваттметром применяют только при полной гарантии 

симметричности трехфазной системы. 

В трехпроводных трехфазных цепях при симметричной и несиммет-

ричной нагрузках и любом способе соединения приемников широко рас-

пространена схема измерения активной мощности приемника двумя ватт-

метрами (рисунок 11).  

Показания двух ваттметров при определенной схеме их включения 

позволяют определить активную мощность трехфазного приемника, вклю-

ченного в цепь с симметричным напряжением источника питания. 

Активная мощность всей цепи здесь будет равна сумме показаний 

двух ваттметров: 1 2P P P= + . 

W
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а                                                                                б 

Рисунок 10 – Измерение мощности: а - в симметричной «звезде»; 

б – симметричном «треугольнике» 

 
Рисунок 11 – Схема двух ваттметров 

Для измерения активной мощности в трехфазных цепях промышлен-

ных установок широкое применение находят двухэлементные трехфазные 

электродинамические и ферродинамические ваттметры, которые содержат 

в одном корпусе два измерительных механизма и общую подвижную 

часть. Катушки обоих механизмов соединены между собой по схемам, со-
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ответствующим рассмотренному методу двух ваттметров. Показание двух-

элементного ваттметра равно активной мощности трехфазного приемника. 

Контрольные вопросы 

1. Что понимается под трехфазной системой тока, кто основополож-

ник техники трехфазной системы тока? Получение, аналитические выра-

жения и графики мгновенных значений ЭДС трехфазного генератора. 

2. Аналитические выражения и векторные диаграммы для дейст-

вующих значений ЭДС. Обозначения, применяемые в трехфазных цепях 

для трехфазных машин. 

3. Что называется – соединением в звезду? Симметричная и несим-

метричная звезда, фазовые и линейные токи и напряжения. Связь между 

фазовыми и линейными токами и напряжениями в несимметричной звезде. 

Тоже для симметричной звезды. Роль нулевого провода в трехфазных че-

тырехпроводных цепях. 

4. Что называется – соединением в треугольник? Схема, соотноше-

ние между фазовыми и линейными токами и напряжениями в несиммет-

ричном треугольнике. Тоже для симметричного треугольника. 

5. Активная мощность симметричной трехфазной цепи, (вывод уни-

версальной формулы для соединения звездой и треугольником). Реактив-

ная и полная мощности симметричной трехфазной цепи (аналитические 

выражения, единицы измерения, треугольник мощностей). 

6. Измерение мощности и электроэнергии в четырехпроводных 

трехфазных цепях при симметричной и несимметричной нагрузках. При-

вести схемы, единицы измерения. 

7. Измерение мощности и электроэнергии в трехпроводных трех-

фазных цепях при симметричной и несимметричной нагрузках. Привести 

схемы, единицы измерения). 
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Лекция 1.8 Магнитные цепи  

План лекции 

1) Основные величины, характеризующие магнитное поле и связь ме-

жду ними.  

2) Закон полного тока. Магнитодвижущая сила. Магнитная цепь и ее 

разновидности.  

3) Основные характеристики ферромагнитных материалов. Роль фер-

ромагнитных материалов в магнитной цепи. 

4) Вебер-амперные характеристики и их построение. Законы Кирхго-

фа и Ома для магнитных цепей.  

5) Расчет простых магнитных цепей. 

1.8.1 Основные величины, характеризующие магнитное поле и 
связь между ними  

Если электрический заряд неподвижен, то вокруг него существует 

одно поле - электрическое поле. Если электрический заряд движется, то 

вокруг него кроме электрического поля, образуется еще одно дополни-

тельное силовое поле, которое называется магнитным полем. 

Магнитное поле это поле движущегося заряда или тока. Так как ток - 

это упорядоченное движение электрических зарядов. 

Возникая от движения зарядов, магнитное поле, в свою очередь дей-

ствует только на движущийся заряд или ток. На неподвижный заряд маг-

нитное поле не действует.  

Для образования магнитных полей имеется два пути: 

а) за счет естественных магнитов; 

б) за счет искусственных магнитов - электромагнитов. 

Чтобы изобразить поле используется графический метод - силовые 

линии.  

Силовая линия, это линия, касательная, к каждой точке которой дает 

направление действующей силы в этой точке. 

Силовые линии так же, как горизонтали у топографов позволяют 

изображать магнитные «бугры» и «ямы» в магнитном поле. По ним можно 

узнать области сильных и слабых полей. 

Магнитное поле, как и поле тяготения Земли, силовое, векторное по-

ле.  

Магнитное поле - направленное поле. Направление действия его ука-

зывается с помощью стрелок на силовых линиях. 

Принято  считать  за  положительное  направление поля, а значит и 

силовых  линий,  направление  от  северного полюса N  к южному S . То 

место, из которого силовые линии выходят, называются северным или по-

ложительным полюсом. 
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То место, в которое силовые линии поля входят, называется южным 

полюсом. Внутри магнита силовые линии направлены от южного полюса к 

северному. 

Таким образом, силовые линии магнитного поля замкнутые на себя 

линии, они не имеют ни начала, ни конца. В этом коренное отличие сило-

вых линий магнитного поля от силовых линий электрического поля, кото-

рые всегда имеют концы, на зарядах, создающих поле.  

Вокруг уединенного прямолинейного проводника с током силовые 

линии представляют собой концентрические окружности. Общий центр, 

которых находится в центре проводника с током. И здесь силовые линии, 

замкнутые линии на себя и не имеют, ни начала, ни конца.   

Направление действия магнитного поля определяется двумя спосо-

бами: 

а) пробными магнитными стрелками; 

б) правоходовым винтом - штопором (буравчиком). 

Правило штопора гласит: 

Если штопор вворачивать так, чтобы жало двигалось в направлении 

тока, то вращающаяся ручка при этом укажет направление силовых линий 

магнитного поля.  

Магнитное поле характеризуется тремя главными величинами или 

параметрами: 

1) B  - магнитной индукцией или плотностью магнитного поля, из-

меряется в теслах; 

2) H - напряженностью магнитного поля (магнитная сила поля - рас-

четная величина), измеряется а А/м; 

3) 74 10  о

Гн

м
µ π −= ⋅ - абсолютной магнитной проницаемостью (харак-

теризует влияние среды на образование магнитного поля в этой среде). 

Эти величины связаны между собой выражением: 

a oB Hµ µ µ= = ⋅ ,                     (1)   

где µ  - относительная магнитная проницаемость. 

Для воздуха и для всех цветных металлов 1=µ , поэтому оa µµ = . 

Для ферромагнитных материалов const≠aµ , кроме того значение относи-

тельной магнитной проницаемости для таких материалов намного больше 

единицы. Например: для трансформаторного железа 5000≈µ  (трансфор-

маторные сердечники), для пермаллоя 000 100≈µ (сердечники реле, экра-

ны), для серого чугуна 180≈µ (корпуса электрооборудования). 

Магнитным потоком называется поток вектора индукции, взятый по 

всей площади, нормальной к этому потоку. 
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Если const=B
�

 и вектор индукции перпендикулярен площадке Sd
�

, 

то получим 

BSSdB
S

==Φ ∫
��

 .                     (2) 

Магнитный поток измеряется в веберах. 

Индукция или плотность магнитного потока измеряется в веберах на 

м
2
 или в теслах. 

1.8.2 Закон полного тока. Магнитодвижущая сила. Магнитная 
цепь и ее разновидности  

Закон полного тока - основной расчетный закон электротехники. За-

кон полного тока - экспериментальный закон. Он выведен на основании 

математической обработки опытных данных 

Закон полного тока гласит: 

Намагничивающая сила вдоль любого замкнутого контура равна 

полному току, пронизывающему этот контур. 

∫∑ =
=

= L

e

ni

i
i ldHI

��

1

 ,  здесь ∑
=

=

ni

i
iI

1

- полный ток через контур.                      (6) 

Магнитодвижущая сила или намагничивающая сила вдоль контура. 

Она названа так по аналогии с электродвижущей силой. 

Действительно, 

∫=
L

ldЕЭДС
��

 ;  ∫=
L

e ldHМДС
��

. 

Намагничивающая сила действует аналогично ЭДС. Электродвижу-

щая сила создает электрический напор, под действием которого по цепям 

идет ток. НС - создает магнитный напор, под действием которого создает-

ся магнитный поток. 

Полным током через любой контур называется алгебраическая сум-

ма токов, пронизывающих этот контур. 

Полный ток любой катушки, которая имеет w  витков, будет равен: 

1 2

1

 ... 
i w

i w

i

I I I I Iw
=

=

= + + + =∑ ,   IwI
ni

i
i =∑

=

=1

 ,                                            (7) 

где Iw  - ампервитки катушки. 

Знаки токов размечаются по правилу штопора (буравчика): 

а) произвольно намечается направление положительного обхода по 

контуру; 

б) применяя штопор, вращаем ручку в направлении выбранного об-

хода по заданному контуру. Жало штопора определяет направление проте-

кания положительных токов. 
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В электрических машинах, трансформаторах, электромагнитных ап-

паратах и приборах весьма широко применяются цельные или наборные 

сердечники из электротехнической стали. Для чего это делается? Потому, 

что ферромагнитные материалы очень хорошо проводят через себя маг-

нитные потоки. Железо в тысячи раз меньше препятствует магнитному по-

току, чем воздух и все другие, например, цветные металлы.  

В связи с указанным, при стальных сердечниках магнитный поток из 

воздуха и других сред устремляется в благоприятную для него среду - 

сталь. 

По тем же соображениям почти невозможно вытянуть магнитный 

поток из стального сердечника в воздух.  

В катушках без стального сердечника, магнитный поток хаотичен и 

не весь замыкается относительно всех витков. 

При наличии сердечника, магнитный поток весьма уплотнен и замы-

кается вокруг всех витков. Силовые линии потока в сердечнике параллель-

ны. Густота их более равномерна. Сердечник позволяет направлять поток 

по заранее намеченному пути. С помощью сердечника можно на разных 

участках пути потока сгущать линии или разрежать, а так же ответвлять те 

или иные потоки от главного. 

Таким образом, сердечники из стали так же благоприятны для маг-

нитных потоков, как медь или алюминий для электрических токов. 

Магнитопроводы образуют магнитные цепи подобные электриче-

ским цепям для тока. Магнитные цепи делятся на две группы: простые или 

неразветвленные;  сложные или разветвленные.  

Пример магнитных цепей показан на рисунке 1.  

 
Рисунок 1 - Магнитные цепи 

Кроме того, магнитные цепи бывают: а) замкнутые; б) разомкнутые. 

Замкнутой магнитной цепью называют такую цепь, в которой маг-

нитный поток на всем пути проходит по стальному сердечнику.  

Разомкнутой магнитной цепью называют такую, в которой магнит-

ный поток на всем своем пути не проходит по стали, а часть пути идет по 

воздуху. 

Воздушные участки магнитной цепи называются воздушными зазо-

рами. 
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Самое большое препятствие для магнитного потока - это воздушный 

зазор. 

Магнитные цепи делятся на цепи: с постоянным сечением магнито-

провода; с переменным сечением магнитопровода. 

1.8.3 Основные характеристики ферромагнитных материалов. 
Роль ферромагнитных материалов в магнитной цепи. 

Для магнитного поля в стальном сердечнике может записано соот-

ношение: 

const≠=
H

B
aµ .                     (9) 

Таким образом, стальные магнитопроводы являются нелинейными 

цепями.  

Зависимость индукции магнитного поля в стальном сердечнике от 

тока намагничивания, то есть от напряженности поля, показана на рисунке 

2. 

 
Рисунок 2 - Кривая гистерезиса стали 

На рисунке 2:  

maxB  - точка насыщения стали; 

oB  - остаточная индукция;  

KH - коэрцитивная (задерживающая_ сила). 

Процесс отставания магнитных свойств стали от намагничивающей 

силы называется гистерезисом. 

Графически процесс гистерезиса выражается петлей гистерезиса.  

Петля показывает, что намагничивание и размагничивание стали не 

совсем обратимые процессы. Часть энергии задерживается в стали. Эта 

энергия пропорциональна площади петли гистерезисного цикла. Задер-

жанная энергия идет на бесполезное, и даже вредное нагревание сердечни-



 88 

ка и магнитопровода в целом. Создаются потери энергии, которые назы-

ваются потерями на гистерезис и перемагничивание. 

Чтобы уменьшить нагрев сердечников выпускают специальные элек-

тротехнические сорта стали. Для них гистерезис очень мал. Их часто назы-

вают магнитомягкими сталями. Если взять среднюю линию такой узкой 

петли. То мы получим усредненную линию, которая называется кривой 

намагничивания стали, рисунок 3.  

Рисунок 3 - Петля гистерезиса  и кривая намагничивания стали 

Кривая намагничивания не имеет точного аналитического выраже-

ния. Поэтому для каждого материала ее получают опытным путем. 

Между величинами, характеризующими магнитные и электрические 

цепи, существует формальная аналогия, позволяющая для магнитных це-

пей ввести ряд понятий, аналогичных понятиям, служащих для описания 

явлений в электрических цепях. Это распространяется и на методы расчета 

магнитных цепей. 

В электрических цепях токи возникают под воздействием ЭДС. 

В магнитных цепях магнитные потоки создаются ампервитками (на-

магничивающей силой или магнитодвижущей силой МДС). 

Пользуюсь законом полного тока, можно получить: магнитные на-

пряжения; магнитные сопротивления, проводимости. 

1.8.4 Вебер-амперные характеристики и их построение.                           
Законы Кирхгофа и Ома для магнитных цепей.  

Между величинами, характеризующими магнитные и электрические 

цепи, существует формальная аналогия, позволяющая распространить на 

магнитные цепи методы расчета цепей постоянного тока. 

В электрических цепях токи возникают под воздействием ЭДС. 

В магнитных цепях магнитные потоки создаются ампервитками (на-

магничивающей силой или магнитодвижущей силой МДС). 

Пользуюсь законом полного тока, можно получить: магнитные на-

пряжения; магнитные сопротивления, проводимости. 

Рассмотрим неразветвленную магнитную цепь с переменным сече-

нием участков 1 и 2, изображенную на рисунке 4.  
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Пусть нам известны геометрические размеры магнитопровода и маг-

нитные характеристики материалов:  ; ;  ; 111 µSl  .  ;  ;  222 µSl   

Найдем связь между магнитным потоком Φ  и МДС цепи Iw . 

Величины индукции на первом и втором участках цепи будут таковы 

1
1

S
B

Φ
= ;  

2
2

S
B

Φ
= .                                                                (10) 

 
Рисунок 4 - Магнитная цепь 

Напряженности поля на участках: 

111

1
1

S

B
H

oo µµµµ

Φ
== ;   

222

2
2

S

B
H

oo µµµµ

Φ
== .     (11) 

Применим закон полного тока к контуру, ограниченному средней 

магнитной линией 21 lll += . 

IwlHlHdlHdlHldHF

l

l

l

L

=+=+== ∫∫∫ 22112

0

1

2

1

1��
,     (12) 

где IwF = - намагничивающая сила (НС или МДС). 

Подставим (11) в (12) и получим 

22

2

11

1

S

l

S

l
IwF

oo µµµµ
Φ+Φ== .       (13) 

Обозначим: 

11

1
1

S

l
Rм

oµµ
=  - магнитное сопротивление первого участка; 

22

2
2

S

l
Rм

oµµ
=  - магнитное сопротивление второго участка. 

С учетом введенных обозначений запишем 

21 RмRмIwF Φ+Φ== ,         (14) 

где 11 RмUм Φ=  - магнитное напряжение на первом участке; 

22 RмUм Φ=  - магнитное напряжение на втором участке. 
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1

2

1

2

2121 Rм

Uм

Rм

UмIw

RмRм

Iw

RмRм

F
=

−
=

+
=

+
=Φ .     (15) 

Уравнение (15) называется законом Ома для магнитной цепи. 

По выражению (15) можно составить эквивалентную расчетную схе-

му неразветвленной магнитной цепи, рисунок 5. 

Iw

1MR

1MU

2MU

2MR
 

Рисунок 5 - Расчетная схема магнитной цепи 

Для магнитных цепей можно сформулировать законы Кирхгофа. 

Первый закон Кирхгофа для магнитной цепи.         

0
1

=







Φ∑

=

= A

ni

i
i                                                                                           (16) 

Алгебраическая сума магнитных потоков в любом узле магнит-

ной цепи равна нулю. 

Потоки, притекающие к узлу, берутся со знаком плюс. Потоки, отте-

кающие от узла - берутся со знаком минус. 

Второй закон Кирхгофа для магнитной цепи. 

0
`11

=+ ∑∑
=

=

=

=

nk

k
kk

ni

i
ii lHwI                                                                              (17) 

Алгебраическая сумма намагничивающих сил и магнитных на-

пряжений в любом замкнутом контуре магнитной цепи равна нулю. 

1.8.5 Расчет простых магнитных цепей 

Магнитные цепи из ферромагнитных материалов являются нелиней-

ными. Это значит, что магнитные сопротивления участков цепи не остают-

ся постоянными и зависят от величины магнитных потоков, протекающих 

по нему. Поэтому, магнитные цепи, как цепи нелинейные, рассчитываются 

графоаналитическими методами. 

Расчет имеет огромное практическое значение, так как большинство 

электротехнических устройств имеют магнитные цепи. 

Обычно бывает задано для каждого участка магнитной цепи: 

1)  длина участка 1l ; 
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2)  сечение участка 1S ; 

3)  материал участка; 

4)  кривая намагничивания HB µ= ; 

5)  число витков катушек 1w . 

Магнитные цепи рассчитываются, в зависимости от поставленных 

условий, различно. На практике наиболее часто используется два варианта 

расчета. 

1-й вариант (прямая задача). Заданы: магнитные потоки 

nΦΦΦ  ... , , 21 . 

Требуется определить намагничивающие силы ... , , 21 HCHC  или токи 

в обмотках. 

2-й вариант (обратная задача). Заданы: токи nIII  ... , , 21  или намаг-

ничивающие силы ... , , 21 HCHC  обмоток. 

Требуется определить магнитные потоки во всех участках магнитной 

цепи nΦΦΦ  ... , , 21 . 

Рассмотрим решение задачи по первому варианту.  

Цепь показана на рисунке 6. 

 
Рисунок 6 - Магнитная цепь 

Дано:   

∆ ; 1S ; 2S ; 1l ; 2l ; Φ ; w  и кривые намагничивания всех участков цепи 

iii HB µ= .  

Найти:  

Намагничивающий ток ?=I . 

Ход расчета. 

1.  Составляем расчетную схему, см. рисунок 7. 



 92 

 
Рисунок 7 - Расчетная схема 

2.  Размечаем на схеме стрелки действия МДС. 

Если дан ток в катушке и направление намотки витков, то направле-

ние действия МДС определяется по правилу штопора. 

3.  Размечаем стрелку магнитного потока Φ . 

Стрелку Φ  можно размечать произвольно, однако, в неразветвлен-

ной цепи ее можно определить правильно сразу. Положительное направ-

ление стрелки Φ  согласуется с действием МДС. 

4.  Размечаем стрелки магнитных напряжений. 

Стрелки размечаются параллельно элементам магнитных сопротив-

лений всегда против стрелки намеченного ранее магнитного потока Φ . 

5.  Определяем магнитные индукции на каждом участке цепи 1B , 2B . 

1
1

S
B

Φ
= , 

2
2

S
B

Φ
= , 

∆
∆

Φ
=

S
B .        (18) 

6.  Определяем напряженности магнитного поля на участках стально-

го магнитопровода. 

Благодаря нелинейности цепи со сталью, определение 1H  и 2H  про-

изводим по кривым намагничивания этих участков, см. рисунок 8. Эти 

кривые должны быть заданы. 

 

Рисунок 8 - Определение 1H  и 2H  
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7.  Определяем напряженность поля в воздушных зазорах. 

Определить истинную картину распределение магнитного потока в 

воздушном зазоре - сложная задача. Для малых зазоров l<<∆ , магнитное 

поле в зазоре можно считать однородным. Распор магнитных силовых ли-

ний в зазоре будем считать отсутствующим. Тогда 

∆−
∆

∆ ⋅≈
⋅

= B
B

H
6

7
108,0

104π
,                                                               (19) 

где ∆H  - напряженность магнитного поля в зазоре, в А/м; 

∆B  - плотность магнитного поля (индукция) в воздушном зазоре в Т. 

8.  Определяем магнитные напряжения. 

;111 lHU =   ;222 lHU =   .∆⋅= ∆∆ HU                (20) 

9. Определяем уравнения физического состояния цепи. 

Составление уравнений производится на основании двух законов 

Кирхгофа любыми ранее рассмотренными методами расчета электриче-

ских цепей, кроме метода наложения. 

В нашем случае по второму закону Кирхгофа имеем 

012 =−−−− ∆∆ UUUUIw .        (21) 

Тогда получим 

∆⋅++= ∆HlHlHIw 22211 .        (22) 

10. Определяем ток в обмотке. 

В нашем случае, 

w

HlHlH

w

UUU
I

∆⋅++
=

++
= ∆∆ 22 221121 .     (23) 

Решение обратной задачи. 

Задача решается с помощью построения вспомогательной характери-

стики ( )∑=Φ iilHf . 

Для построения характеристики составляется таблица вида: 

Таблица1 - К расчету магнитного потока неразветвленной цепи 

n/n Ф В1 В2 В∆ Н1 Н2 Н∆ Н1l1 Н2l2 2Н∆l∆ ∑ iilH  

 Веб Т Т Т А/м А/м А/м А А А А 

1 Ф’           
2 Ф’’           
3 Ф’’’           
...            

 

По данным таблицы 1 строят зависимость магнитного потока от па-

дения магнитного напряжения в цепи (вебер-амперную характеристику) и 

графически определяют по ней искомое значение магнитного потока, как 

показано на рисунке 9. 
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Расчет разветвленной магнитной цепи  так же основан на законах 

Кирхгофа. Вследствие нелинейности цепи расчет производится графоана-

литическими методами.  

 

 

Рисунок 9 - Определение магнитного потока 

В последнее время в связи, с широким применением ЭВМ, актуаль-

ность графоаналитических приемов расчета снизилась. 

Контрольные вопросы 

1. Величины характеризующие магнитное поле. Связь между ними. 

2. Магнитные свойства материалов. Ферромагнитные вещества. 

Кривая намагничивания, гистерезис. 

3. Закон Ома и законы Кирхгофа для магнитных цепей.  

4. Закон полного тока. Вебер-амперные характеристики.  

5. Расчет магнитных цепей (прямая и обратная задачи).  

6. Явление электромагнитной индукции, индуктивность и взаимо-

индуктивность.  
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Лекция 1.9 Переходные процессы в линейных цепях  

План лекции 

1) Основные положения и определения.  

2) Включение катушки на постоянное напряжение. Короткое замыка-

ние катушки с током. Энергия магнитного поля катушки.  

3) Заряд и разряд конденсатора. Энергия электрического поля конден-

сатора. Законы коммутации. 

4) Включение полной цепи RLC на постоянное напряжение.  

5) Операторный метод расчета переходных процессов. Теорема Хэви-

сайда. 

1.9.1 Основные положения и определения 

Ранее, мы изучали установившиеся, стационарные режимы в элек-

трической цепи. В таких режимах, электрическая энергия, связанная с це-

пью в виде магнитного и электрического полей остается неизменной.  

Совершенно иное возникает при переходных, неустановившихся, не-

стационарных режимах. Например, при включении, отключении или пере-

ключении в электрических цепях. Здесь количество энергии связанное с 

цепью  изменяется динамическим образом. В переходных процессах  из-

меняются так же магнитные и электрические поля, связанные с цепью. В 

таких случаях нарушается постоянно действующая пропорция между на-

пряжением, током, сопротивлением. В течение переходного режима со-

противление цепи так же не остается постоянным. Они меняются во вре-

мени.  

Под установившимся режимом понимают такой, при котором 

общее количество энергии связанное с цепью в виде электрического и 

магнитного полей остается постоянным и от времени не зависит. 

Переходным режимом (или процессом) называют такой, при ко-

тором  общее количество энергии связанное с цепью в виде электриче-

ского и магнитного полей динамически изменяется во времени. 

Таким образом, главной причиной, которая вызывает переходный 

процесс, является перераспределением энергии в цепи. 

Переходный процесс не может происходить мгновенно, так как на 

перераспределение энергии требуется определенное (теоретически беско-

нечное) время. 

Переходный процесс возникает при переходе от одного установив-

шегося режима к другому, см. рисунок 1. 

Поэтому в начале и в конце он всегда связан с величинами напряже-

ний и токов установившихся режимов. 

01 ttt −= ,                      (1) 

где t  – время переходного режима;  
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0t  – начало переходного режима и, одновременно, конец первого устано-

вившегося режима ( 0t  часто принимается равным нулю);  

1t  – конец переходного режима и, одновременно начало нового второго ус-

тановившегося режима. 

Установившийся

режим 1

Установившийся

режим 2
Переходный режим

I1, U1, WL1, WC1, P1

I2, U2, WL2, WC2, P2

tt0

 
Рисунок 1 – Переходный процесс 

Теоретически ∞=t , практически это время искусственно ограничи-

вают, когда влияние его на токи и напряжения становятся меньше одного 

процента. 

В обычных схемах переходные процессы протекают весьма быстро в 

течение долей секунды или секунд. 

Из большого разнообразия переходных процессов инженерную прак-

тику интересуют главным образом коммутационные переходные режимы. 

Коммутационными переходными режимами называются режи-

мы, которые возникают при включении, выключении, коротких замы-

каниях, различного рода переключениях, внезапных изменениях пара-

метров цепи. 

Расчет переходных режимов весьма важен, так как только по этим 

данным можно правильно выбрать электрические машины, выключатели, 

устройства защиты, коммутационное оборудование и т.д. 

Здесь мы будем рассматривать коммутационные переходные режи-

мы только в линейных цепях с сосредоточенными параметрами. 

Такие цепи и при переходных процессах подчиняются законам Ома 

и Кирхгофа, но для мгновенных значений и в дифференциальной форме. 

Переходные процессы в нелинейных цепях точному аналитическому 

расчету не поддаются. В таких цепях законы Ома и Кирхгофа перестают 

существовать. Их анализируют численно на ЭВМ. 

Условимся, что, исследуя цепи, мы будем всегда помнить о следую-

щих нами принятых везде допущениях: 

1) Источник энергии, питающий цепь, имеет мощность потенциаль-

но большую, чем мощность цепи цепиг PP >> . В связи с этим при переход-

ном режиме constfconstU == гг    ; ; 
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2) Влиянием электрической дуги на контактах коммутационного 

устройства пренебрегаем; 

3) Собственное время срабатывания коммутационной аппаратуры 

считаем равным нулю. 

1.9.2 Включение катушки на постоянное напряжение. Короткое 
замыкание катушки с током. Энергия магнитного поля катушки. 

Включение катушки на постоянное напряжение 

Рассмотрим, как изменяется ток i  и напряжение LU  во время пере-

ходного режима при включении катушки (цепи RL ) на постоянное напря-

жение, схема представлена на рисунке 2. Начальные условия процесса: при 

0=t , 0)0( =i . 

В момент времени 0=t , ключ К1 за-

мыкается и начинается переходный про-

цесс в катушке, представленной на схеме 

своими параметрами: индуктивностью L  и 

активным сопротивлением R .  

Электрическое равновесие цепи для 

любого момента времени будет: 

UUU Lr =+  но riU r = ;  

dt

di
LeU LL =−= .                                (2) 

Тогда получаем 

URi
dt

di
L =+ .                      (3) 

Мы имеем неоднородное линейное 

дифференциальное уравнение первого по-

рядка.  

Примечание 

Его решение в общем виде запишется так: 

iii ′′+′= ,                                                                                        (4) 

где i′  – частное решение уравнения (3) с правой частью;  

i ′′  – общее решение этого же уравнения, но без правой части (она 

приравнивается к нулю). 

Каждое из решений должно удовлетворять своему уравнению, 

поэтому: 

UiR
dt

id
L =′+

′
.                    (5) 

Пусть i′  будет постоянной величиной consti =′ . Тогда част-

ное решение примет вид 

 
Рисунок 2 – Схема включение 

катушки на постоянное      

напряжение 
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R

U
i =′ .                                       (6) 

Из выражения (6) следует, что частное решение не зависит 

от времени и, следовательно, определяет установившийся ток.  

Для общего решения имеем 

0=′′+
′′

iR
dt

id
L .                    (7) 

Мы получили однородное линейное дифференциальное уравне-

ние, общее решение уравнения (7) имеет вид: 
tp

eAi 1

1=′′ ,                                                                                       (8) 

где 1A  – постоянная интегрирования, которая связывает общее ре-

шение с конкретными условиями задачи;  
71828,2=e  – основание натуральных логарифмов;  

1p  – корень характеристического уравнения;  
t  – время. 

Характеристическое уравнение для данного дифференциаль-

ного уравнения запишется так 0=+ RLp , отсюда  

LRp −= .                               (9) 

Корень характеристического уравнения p  называют коэффи-

циент затухания. Коэффициент затухания в физических задачах 

получается всегда отрицательным. Это значит, что во времени 

процесс изменения i ′′  будет стремиться к нулю, 0)( →∞′′i . 

Размерность величины, обратной p , соответствует размер-

ности времени. 

[ ]с
Ом

сОм

R

L
=




 ⋅
=





, поэтому вводят понятие постоянной 

времени  τ .  

R

L

p
==

1
τ .                                                       (10) 

Учитывая соотношения (8) и (9) в выражении (7), получим 

τ

t
t

L

R

tp
eAeAeAi

−−

===′′
111

1 .                (11) 

Из (11) видно, что: 

1) Постоянной времени τ  электрической цепи называется 

время, в течение которого переменная величина изменяется в осно-

вании натуральных логарифмов (2,71828 раз). 

2) Через время τ5=t  влияние времени на изменение перемен-

ной величины i ′′  практически прекращается, так как i ′′  становится 
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меньше одного процента, поэтому с точностью до 1% переходный 

процесс длится  около 5τ . 

R

L
tПП 55 == τ .                           (12) 

3) Длительность переходного режима в электрической цепи 

можно регулировать изменением параметров цепи R , L , C . 

Постоянная интегрирования 1A  определится из заданных нам 

начальных условий. 

0)0()0()0(
0

1 =+=′+′′= ⋅

R

U
eAiii

p
, отсюда 

R

U
A −=1 . 

Решая дифференциальное уравнение (3) получим выражение для то-

ка в при включении катушки на постоянное напряжение. Оно таково: 

τ

t

e
R

U

R

U
iiti

−

−=′′+′=)( .                 (13) 

Напряжение на индуктивности определяется так: 

1

R R L
t t t

L L R
L

di d U U U R
U L L e L e U e

dt dt R R R L

− − −     
= = − = − ⋅ − ⋅ ⋅ = ⋅     

    
.      (14)                      

Построим графики )(ti  и )(tU L , то есть изобразим выражения (13) и 

(14) графически. 

 
Рисунок 3 – График зависимостей )(ti  и )(tU L  

На основании выражений (13), (14) и графиков можно сделать сле-

дующие выводы: 

1 Ток в момент включения катушки равен нулю, а затем плавно по 

экспоненциальному закону возрастает и через время τ5=t  достигает уста-

новившегося значения и перестает зависеть от времени. 

2 Напряжение на индуктивности катушки LU  в момент включения 

скачком возрастает до величины напряжения источника, а затем плавно по 

0 

L ,Ui  

τ 

tПП 

R

U
 U  

τ 2τ 3τ 4τ 5τ 

)(tUL  

)(ti  
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экспоненциальному закону спадает и через время τ5=t  обращается прак-

тически в ноль. 

3 Напряжение на индуктивности LU  в первый момент включения 

полностью компенсирует напряжение источника LUU −= , "запирает" ис-

точник, поэтому ток через катушку в первый момент после включения не 

проходит. Катушка как бы имеет бесконечно большое сопротивление 

(ветвь с катушкой как бы разорвана). 

4 Часть энергии, поступающей в катушку, запасается в магнитном 

поле катушки. 

Короткое замыкание катушки с током 

Ключом К2 замкнем накоротко катушку, по которой течет устано-

вившийся ток,  RUI = , см. рисунок 2. Предохранитель FU при этом сго-

рает и ветвь с катушкой оказывается отключенной от источника питания. 

Полученная схема приведена на рисунке 4.  

Очевидно, ток в катушке сразу не прекра-

тится. Некоторое время он будет течь за счет за-

пасов энергии в магнитном поле катушки. На-

правление тока не изменится благодаря реакцион-

ности закона электромагнитной индукции. 

Электрическое равновесие цепи запишется 

так: 

0=− RL Ue , но ;
dt

di
LeL −=   RiU R = .       (15) 

Тогда: 

0=+ Ri
dt

di
L .                   (16) 

Мы получили однородное линейное дифференциальное уравнение 

первого порядка. 

Примечание 

Решение уравнения (16) запишется в общем виде таким 

образом: 
pteAii 1=′′= .                  (17) 

Характеристическое уравнение для данного дифференциаль-

ного уравнения запишется так: 0=+ RLp , отсюда  

LRp −= .                   (18) 

По тем же соображениям, что и ранее, длительность пере-

ходного режима при коротком замыкании кзt  составит 

)(55кз RLt == τ . 

 
Рисунок 4 – Короткое 

замыкание катушки с 

током 
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Постоянная интегрирования 1A  найдется из начальных усло-

вий. 

При RUIit === )0(  ,0 . Тогда имеем: 

R

U
eAi L

R

==
− 0

1)0(    и   
R

U
A =1 .                     (19) 

После решения уравнения (16), ток короткого замыкания в катушке 

запишется: 

ττ

tt
t

L

R

Iee
R

U
e

R

U
ti

−−−

===)(  .                 (20) 

Закон изменения напряжение на катушке будет таким: 

1 .

t tR R
t t

L L
L

di d U U R
e L L e L e U e U e

dt dt R R L
τ τ

− −− −   
= − = − = − ⋅ ⋅ = ⋅ = ⋅   

  
      (21) 

Построим графики по выражениям (20) и (21): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 5 – Графики тока - )(ti  и напряжения - )(tU L  

На основании выражений (20), (21) и графиков можно сделать сле-

дующие выводы: 

1 Ток в момент короткого замыкания катушки не изменяется ни по 

величине, ни по направлению, а затем плавно по экспоненциальному зако-

ну снижается и через время τ5=t  обращается практически в ноль. 

2 Напряжение на индуктивности в момент короткого замыкания 

изменяется скачком от нуля до напряжения источника, который питал ка-

тушку до короткого замыкания. Это напряжение (ЭДС катушки) создает и 

поддерживает ток в режиме короткого замыкания. Оно спадает по экспо-

ненциальному закону и через время τ5=t  обращается в ноль. 

3 Переходные процессы включения и короткого замыкания катуш-

ки протекают с одной и той же постоянной времени и имеют одну и ту же 

продолжительность. 

0 

L ,Ui  

τ 

tПП 

R

U
 U  

τ 2τ 3τ 4τ 5τ 

)()( tUte LL =  

)(ti  
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4 Переходный процесс прекращается, когда запас энергии в маг-

нитном поле катушки исчерпывается. При коротком замыкании энергия 

магнитного поля превращается в тепловую энергию на сопротивлении R  и 

рассеивается в окружающее пространство. 

Энергия магнитного поля катушки 

Чтобы определить энергию магнитного поля катушки, достаточно 

рассчитать энергию, которая переходит в тепло на сопротивление R  при 

коротком замыкании. 

∫
∞

=
0

2
dtiRWL ,  

t
L

R

Iei
−

=  .                 (22) 

Проинтегрируем выражение (22), тогда получим: 
2

2

2 2

0 0 0

2
2 2 22 2 2

0
2

0 0

2
.

2 2 2 2

R R
t t

L L
L

R
t R R RL t

L L L

W R i dt R Ie dt RI e dt

L R LI LI LI
RI e d t e e e

R L

∞ ∞ ∞
− −

∞−∞
− − ∞ −

 
= = = = 

 

   
= − − = − = − − =   

   

∫ ∫ ∫

∫

  (23) 

Согласно (23) энергия магнитного поля катушки связана только с то-

ком и от напряжения не зависит. 

1.9.3 Заряд и разряд конденсатора. Энергия электрического     
поля конденсатора. Законы коммутации 

Заряд конденсатора 

Рассмотрим, как изменяется ток i  и на-

пряжение CU  во время переходного режима при 

включении емкости на постоянное напряжение. 

Схема цепи представлена на рисунке 6. 

В момент времени 0=t  ключ К1 замыка-

ется, и начинается переходный процесс заряда 

конденсатора, представленного на схеме своими 

параметрами: емкостью С  и активным сопро-

тивлением соединительных проводов R . На-

чальные условия процесса: при 0=t , 0)0( =CU . 

Электрическое состояние цепи для любо-

го момента времени будет: 

UUU rC =+ , но         (25) 

dt

dU
Ci C= , поэтому 

dt

dU
RCRiU C

R == .      (26)    

Подставим выражения (26) в (25), тогда получим: 

UR UС

K2

K1

+ U=const -

R           Сi(t)

FU

 
Рисунок 6 – Включение 

конденсатора на         

постоянное напряжение 
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UU
dt

dU
RC C

C =+ .                                         (27) 

Примечание 

Решение уравнения (27) будет таким: 

CCC UUU ′′+′= . 

Далее расчет проводим, как и для катушки. 

UU
dt

Ud
RC C

C =′+
′

, отсюда при constUC =′ , UUC =′ .            (28) 

Для переходной составляющей процесса CU ′′  имеем 

0=′′+
′′

C
C U

dt

Ud
RC .                                                                       (29)  

Характеристическое уравнение цепи будет таким: 

01 =+RCp . Откуда определим корень данного уравнения или коэф-

фициент затухания:  

RC
p

1
−= .                                                                                    (30) 

Решение уравнения (28) ищем в виде  
pt

C AeU =′′ .                                                                 (31) 

Размерность величины, обратной p , соответствует размер-

ности времени. 

[ ] [ ]с
Ом

с
ОмRC

р
=





⋅==







 1
, поэтому вводят понятие 

постоянной времени  τ , равной  

RC=τ .                                                                                   (32) 

Здесь постоянная времени имеет тот же физический смысл, 

как и τ  в цепи RL . Переходный процесс и здесь будет длиться: 

RCtПП 55 == τ .         (33) 

Решение уравнения (27) получим, подставив в него (28) и (31). 

τ

t

CCC AeUUUU
−

+=′′+′= .                (34) 

Постоянная интегрирования A  найдется из начальных усло-

вий. 

0)0(
0

=+=
−

τAeUUC , откуда UA −= .                                    (35) 

Подставим (35) в (27) и получим закон изменения напряжения на 

конденсаторе в переходном процессе, 

τ

t

RC

t

C UeUUeUU
−−

−=−= .                          (36) 

Ток через конденсатор определяется по закону Ома для диэлектрика: 
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RC

t

RC

t

C e
RC

UCUeU
dt

d
C

dt

dU
Ci

−−

⋅⋅







−⋅−=








−== 1

1
)( , или оконча-

тельно 

τ

t

RC

t

e
R

U
e

R

U
i

−−

==  .                  (37) 

Построим выражения (36) и (37) графически, см. рисунок 7. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 7 - Графики тока - )(ti  и напряжения - )(tUС  

На основании выражений (36), (37) и графиков можно сделать сле-

дующие выводы: 

1 Напряжение в момент включения конденсатора равно нулю (кон-

денсатор как бы короткозамкнут), а затем плавно по экспоненциальному 

закону возрастает и через время τ5=t  достигает установившегося значе-

ния и перестает зависеть от времени. 

2 Ток на емкости i  в момент включения скачком возрастает от нуля 

до величины RU , а затем плавно по экспоненциальному закону спадает и 

через время τ5=t  обращается в нуль. Величина тока в первый момент ог-

раничивается только сопротивлением R . 

3 Часть энергии, поступающей в емкость, запасается в виде элек-

трического поля в диэлектрике емкости (в виде электрической деформации 

диэлектрика). 

4 Переходный процесс прекращается, когда запас энергии в элек-

трическом поле конденсатора исчерпывается. При коротком замыкании 

энергия электрического поля превращается в тепловую энергию на сопро-

тивлении R  и рассеивается в окружающее пространство. 

 

 

0 

С ,Ui  

τ 

tПП 

R

U
 U  

τ 2τ 3τ 4τ 5τ 

)(tUС  

)(ti  
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Разряд конденсатора 

Закоротим накоротко емкость, на которой 

действовало установившееся напряжение 

UUC = , для чего замкнем ключ К2. Предохрани-

тель FU при этом сгорает, и ветвь с конденсато-

ром оказывается отключенной от источника пи-

тания. Полученная схема приведена на рисунке 

8. 

Очевидно, что напряжение на емкости сра-

зу не исчезнет. Оно некоторое время будет дей-

ствовать за счет запасов энергии в электрическом 

поле емкости. 

Электрическое состояние цепи может быть выражено таким образом: 

0=−UrUC .                                                                                           (38) 

Под действием напряжения CU  ток короткого замыкания Pi  будет 

течь в сторону, противоположную зарядному току. 

pR
RiU = , но 

dt

dU
Ci C

P −= , тогда 
dt

dU
RCRiU C

PR −==  .                  (39) 

Подставим (39) в (38): 

0=+ C
C U

dt

dU
RC  .                  (40) 

Мы получили однородное дифференциальное уравнение первого по-

рядка. 

Примечание. 

Уравнение (40) решается так: 
pt

CC AeUU =′′= .                  (41) 

Характеристическое уравнение будет 01 =+RCp . Решением 

его является соотношение: 

RC
p

1
−=  ,  RC=τ .        (42) 

Длительность процесса разряда конденсатора и здесь равна 

пяти постоянным времени - τ5 . 

Постоянная интегрирования A  найдется из начальных усло-

вий. 

UAeUAeU

t

C ====
−−

ττ

0

)0( , окончательно имеем UA = .  (43) 

Решением уравнения (40) будет: 

τ

t

RC

t

C UeUeU
−−

== .                  (44) 

Ток через емкость будет изменяться по следующему закону: 

 
Рисунок 8 – Короткое 

замыкание заряженно-

го конденсатора 
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τ

t

RC

t

P e
R

U
e

R

U
i

−−

==  .                  (45) 

На основании выражений (44) и (45) построим графики, изображен-

ные на рисунке 3.8. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 9 - Графики тока - )(ti  и напряжения - )(tUС  

Какие же можно сделать выводы? 

1 Напряжение в момент короткого замыкания емкости не изменяет-

ся ни по величине, ни по направлению, а затем плавно по экспоненциаль-

ному закону снижается и через время τ5=t  обращается в ноль. 

2 Ток в момент короткого замыкания емкости изменяется скачком 

от нуля до RU , а затем спадает до нуля. 

3 Переходные процессы включения и короткого замыкания емкости 

протекают с одной постоянной времени и продолжаются одинаковое вре-

мя. 

4 Переходный процесс заканчивается, когда запас энергии в элек-

трическом поле емкости исчерпывается. 

Энергия электрического поля емкости 

Чтобы определить энергию электрического поля емкости поступим 

так же, как и для индуктивности.  

Подсчитаем количество тепла, которое выделится на активном со-

противлении цепи, в процессе разряда конденсатора. 
2

22
2

2

0 0 0

t t

RC RC
C

U
W R i dt R Ie dt R e

R

∞ ∞ ∞
− − 

= = = = 
 

∫ ∫ ∫  

2 22 2 2

2

0 0

2

2 2 2

t t

RC RC
U RC t CU CU

R e d e
R RC

∞∞
− −   

= − − = − =   
   

∫ .             (46) 

0 

Р ,Ui  

τ 

tПП 

R

U
 U  

τ 2τ 3τ 4τ 5τ 

)(tUС  

)(tiР  
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Законы коммутации 

На основании рассмотренных переходных процессов можно сформулиро-

вать два закона коммутации. 

Первый закон коммутации 

В любой ветви с индуктивностью ток и магнитный поток в момент 

коммутации сохраняют те же значения, которые они имели до коммута-

ции, и дальше начинают изменяться именно с этих значений. 

Второй закон коммутации 

В любой ветви с емкостью напряжение и заряд в момент коммута-

ции будут иметь те же значения, которые они имели до коммутации, и в 

дальнейшем будут изменяться, начиная именно с этих значений. 

1.9.4 Включение полной цепи RLC на постоянное напряжение 

Цепь с последовательным соединением 

элементов R , L , и C  показана на рисунке 10. 

Электрическое равновесие цепи, согласно 

второму закону Кирхгофа, запишется так: 

CLR UUUU ++= , но 

dt

dU
RCRiU C

R == ,
2

2

dt

Ud
LCU C

L = . 

Поэтому можно записать: 

UU
dt

dU
RС

dt

Ud
LС C

СC =++
2

2

.               (47) 

Решение неоднородного дифференциального уравнения второго по-

рядка (47) обычно отыскивается в виде 

свCпрCC
UUU += .                            (48) 

Согласно выражению (48) процесс в данной цепи можно рассматри-

вать состоящим из двух накладывающихся друг на друга процессов – при-

нужденного, который как бы наступил сразу, и свободного, имеющего ме-

сто только во время переходного режима. 

Под принужденным режимом понимают электрическое состояние 

цепи, которое установится после окончания переходного процесса.  

Видим, что принужденный режим в данном случае таков: 

0=прi , 0=
прR

U , 0=
прL

U , UU
прC

= .                                                 (49) 

Видим, что характер переходного процесса определяется только сво-

бодным режимом. 

Под свободным режимом понимают процесс, который происходит 

за счет энергии запасенной внутри цепи. Когда эта энергия преобразуется в 

тепло на активном сопротивлении цепи, переходный процесс закончится. 

В этом режиме дифференциальное уравнение (47) будет иметь вид: 

 
Рисунок 10 – Цепь RLC  
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0 
 

2

2

=++ свC
свСсвC U

dt

dU
RС

dt

Ud
LС  или разделив все на RC , 

0 
 

2

 

2

=+⋅+ свC
свCcвC U

dt

dU

L

R

dt

Ud
.                              (50)                                   

Характеристическое уравнение в данном случае будет иметь вид: 

2 1
0

R
p p

L LC
+ + = .                  (51) 

Характер свободного процесса будет определяться видом корней ха-

рактеристического уравнения (51). 

LCL

R

L

R
p

1

42 2

2

2,1 −±−=  .                          (52) 

Из выражения (52) видно, что корни характеристического уравнения 

2,1p  могут иметь три основных вида. 

Апериодический переходный процесс (корни характеристического 

уравнения вещественные, отрицательные и разные) 

При таких корнях переходный процесс в электрической цепи назы-

вается апериодическим. Для апериодического режима в нашем случае име-

ем: 

0
1

4 2

2

>=− а
LCL

R
;  b

L

R
=

2
, тогда 





<−−=

<+−=

0

;0

2

1

abp

abp
,             (53) 

где 1p  и 2p  – коэффициенты затухания, при этом 12 pp > . Так как ab >  

и 0>a  то корни вещественные. 

Это значит, что вторая составляющая свободного процесса будет за-

тухать быстрее, чем первая. 

Постоянные времени составляющих переходного процесса будут та-

ковы: 

2

2

1

1

11

pp
=>= ττ .                                                                                 (54) 

Это значит, что переходный процесс второй составляющей короче 

первой. Общее время переходного процесса определяется по наибольшей 

постоянной времени 15τ=ППt . 

С другой стороны:  

LCL

R 1

4
2

2

> . Поэтому 
C

L

LC

L
R 44

2
2 => , отсюда имеем  

ρ22 =>
C

L
R ,                                                                                      (55) 

где R  – активное сопротивление цепи;  
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CL=ρ  –волновое сопротивление цепи или резонансное сопротивление. 

Апериодический режим может существовать только тогда, когда ак-

тивное сопротивление цепи больше двух волновых или резонансных со-

противлений этой же цепи. 

Решение уравнения (47) дает следующие результаты: 

( )tptp
C epep

pp

U
UU 21

12
21

−
−

+=   и  ( )tptp
ee

ppL

U
i 21

)( 21

−
−

= .                  (57) 

Изобразим полученные величины на графике (рисунок 11) при по-

стоянных времени 1 2τ τ> . 

 
а) 

 
б) 

Рисунок 11 – Напряжение на емкости (а) и ток (б) при включении  

апериодической цепи R L C  на постоянное напряжение 
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Колебательный переходный процесс (корни характеристического     

уравнения сопряженные комплексные, с отрицательной вещественной 

частью) 

При таких корнях переходный процесс в электрической цепи назы-

вается колебательным. 

Для колебательного режима в нашем случае имеем: 

LCL

R 1

4
2

2

>  или 02

2

2

2

4

1
1

1

4
ωj

L

R

LCLCL

R
±=−⋅−±=−± ,                 (58) 

где 0ω  – собственная частота колебаний цепи. 

Период колебаницй в контуре будет 0 2To ω π= . 

Корни характеристического уравнения: 





−−=

+−=

02

01 ;

ω

ω

jbp

jbp
.                   (59) 

С другой стороны 
LCL

R 1

4
2

2

< , поэтому 
C

L

LC

L
R 44

2
2 =< , отсюда име-

ем 

ρ22 =<
C

L
R .                                     (60) 

Колебательный переходный процесс затухает с коэффициентом за-

тухания 
L

R
b

2
= , поэтому общее время данного переходного процесса 

можно оценить, как 
b

tПП

1
5 ⋅= . 

Колебательный режим может существовать только тогда, когда ак-

тивное сопротивление цепи меньше двух волновых или резонансных со-

противлений этой же цепи. Решения уравнения (47) для данного случая та-

ково: 

)sin(sin 0
0

0
0

πω
ω

ω
ω

+⋅=⋅−== −− te
L

U
te

L

U
ii btbt
св ,             (61) 

)sin( 0
0

χω
ω

+== − te
LС

U
UU bt

свC   ,               (62)

                
При определении постоянных интегрирования в данном случае, не-

обходимо принять напряжение установившегося режима на емкости рав-

ным нулю. На рисунке 12 зависимости (61) и (62) показаны графически. 

Затухание колебаний в контуре происходит за счет поглощения 

энергии в активном сопротивлении цепи. 
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Рисунок 12 – Напряжение (а) и ток (б) емкости при включении                 

колебательной цепи на постоянное напряжение 

Критический или граничный переходный процесс (корни характери-

стического уравнения вещественные, отрицательные и равные) 

При таких корнях переходный процесс в цепи называется критиче-

ским, граничным или предельным. 

Для граничного режима имеем 21 pp = . 

Постоянные времени будут одинаковыми, 
21

21

11

pp
=== ττ .  

Такой режим наступает в цепи, когда активное сопротивление цепи 

равно двум волновым сопротивлениям этой же цепи 

ρ22 ==
C

L
R .                                     (63) 

По своему характеру указанный режим является предельным случа-

ем апериодического режима. Такой режим является промежуточным меж-

ду апериодическим и колебательным режимами. Он весьма неустойчив. 

Малейшее нарушение соотношения между параметрами и процесс перехо-

0 

CU  

t 

U  

CU  

bte−
 

LC

U

0ω
−  

LC

U

0ω
+  
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дит либо в зону колебательного, либо в зону апериодического режимов, 

поэтому граничный режим на практике не используется и в данной работе 

не исследуется. 

1.9.5 Операторный метод расчета переходных процессов.      
Теорема Хэвисайда 

Операторный метод расчета переходных процессов основан на опе-

рационном исчислении.  Операционный метод решения 

дифференциальных уравнений отличается от классического метода рядом 

ценных качеств, главные из них: 

1) сложное действие дифференцирования заменяется простым ум-

ножением на некоторую переменную "" p , которая называется 

оператором, а действие интегрирования – делением на эту же пере-

менную; 2) ...  , , 321 AAA  - начальные условия входит в основные уравнения сразу, 

поэтому не требуется в ходе расчета составлять громоздкие системы 

уравнений для отыскания постоянных интегрирования по начальным усло-

виям. 

Основой операционного метода является функциональное преобра-

зование. Это значит, что функция вещественного переменного f(t)t  ...  со-

ответственно выражается через функцию комплексного переменного 

F(p)p  ... . 

Используя символы, применяемые в операционном исчислении, ос-

новное функциональное преобразование можно записать: 

)()( pFtf ← ,                           (64) 

где f(t)  – называется оригиналом функции или начальной функцией, или 

временной функцией; 

F(p) – называется изображением функции f(t)  или операторной функцией; 

↔  – называется знаком соответствия, острие стрелки которого направля-

ется всегда в сторону начальной функции, т.е. в сторону оригинала. 

Знак соответствия « ←» не является обычным знаком равенства, т.к. 

независимые переменные t  и p  различны по размерности. 

Начальные или временные функции обозначаются малыми буквами, 

а их изображения – соответствующими им прописными. 

В операционном исчислении оригинал и изображение функции свя-

зываются между собой линейным интегральными преобразованиями, на-

зываемыми интегралом Лапласа и интегралом Лапласа-Карсона. Послед-

ний интеграл более удобен для расчета электрических цепей, поэтому в 

дальнейшем мы будем пользоваться им. 

∫
∞ −

=
0

)()( dttf
pt

eppF .                   (65) 
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Интеграл Лапласа-Карсона позволяет 

сложное дифференциальное уравнение 

изобразить алгебраическим уравнением. 

В результате решения алгебраическо-

го уравнения мы получаем не функцию ве-

щественного переменного )(tf , а лишь ее 

изображение в виде операционной функции 

)( pF . Поэтому необходимо, теперь, ре-

шить обратную задачу: найти по изображе-

нию функции ее оригинал. 

Для этого интеграл Лапласа-Карсона 

должен быть разрешен относительно )(tf . 

В общем случае такое решение дано анг-

лийским математиком Бромвичем и назы-

вается интегралом Бромвича. 

∫
+

=
s

dp
p

pFp
e

j
tf

)(

2

1
)(

π
.                 (66) 

Все операционное исчисление, таким 

образом, основано на двух взаимно обрат-

ных интегралах: интеграле Лапласа или 

Лапласа-Карсона и интеграле Бромвича. 

При этом для операторных величин (токов, напряжений и т.д.) со-

храняются законы Ома, Кирхгоффа и все известные методы расчета цепей. 

Примечания. 

Рассмотрим с помощью интеграла Лапласа-Карсона некото-

рые теоремы операционного метода. 

а) Изображение постоянной величины 

Пусть ( )f t A const= = . Тогда A A↔ .                                    (67)                                       

Изображение постоянной величины равно самой величине. 

б) Изображение алгебраической суммы двух функций 

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).f t f t f t F p F p F p= ± ↔ = ±                               (68) 

в) Изображение показательной функции 

.
t p

e
p

α

α
± ↔

∓
.                           (69) 

г) Изображение синусоидальных функций  

2 2
sin( )

p
t

p

α
α

α
=

+
,                                              (70) 

2

2 2
cos( )

p
t

p
α

α
=

+
,                                                            (71) 

 
Рисунок 13 - Пьер-Симон 

Лаплас (1749 - 1827), граф 

Империи при Наполеоне, 

маркиз при Людовике XVIII,            

выдающийся французский 

математик, физик и             

астроном. Заслуги Лапласа в        

области чистой и прикладной 

математики и особенно в     

астрономии громадны 
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г) Изображение производной функции 

Для n -ой производной имеем: 
( 1)

2 1

( ) (0) (0) (0)
( ) ( ) (0) ... .

n n
n n

n n

d f t f f f
f t p F p f

dt p p p

−

−

′ ′′ 
= ↔ − − − − − 

 
  (72) 

Если ( 1)(0) (0) (0) ... (0) 0nf f f f −′ ′′= = = = = , то 

( )
( ) ( ).

n
n n

n

d f t
f t p F p

dt
= ↔                                   (73) 

д) Изображение интеграла функции 

0

( )
( ) ( ) (0) ,

t
F p

f t dt t
p

φ φ= ↔ +∫                                 (74) 

где  0

0

(0) ( )

t

tf t dtφ == ∫ - начальное значение интеграла функции ( )f t  

при 0t = . 

Если начальное значение интеграла функции при 0t =  равно 

нулю, то: 

0

( )
( )

t
F p

f t dt
p

↔∫ .                           (75) 

Ход расчетов следующий.  

Во-первых, исходная схема преобразуется в операционный вид, ри-

сунок 14. При этом: 

 
                        а                                                               б  

Рисунок 14 – Получение операторной расчетной схемы: а – исходная      

схема; б – расчетная схема в операторной форме 

- все постоянные величины: ЭДС источника, активные сопротивле-

ния в ветвях имеют своими изображениями такие же постоянные величи-

ны; 

- все индуктивные реактивные сопротивления имеют своими изо-

бражениями L p Lω ⋅ ↔ ⋅ . Если начальное значение тока в катушке не рав-

но нулю, то последовательно с катушкой включается источник постоянно-

го напряжения величиной (0)p L i⋅ ⋅ , который направлен по току; 
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- все емкостные реактивные сопротивления имеют своими изобра-

жениями 1 1
( ) ( )C p Cω ↔

⋅ ⋅
. Если начальное значение напряжение на 

конденсаторе отлично от нуля и равно 0U , то последовательно с емкостью 

включается источник постоянного напряжения величиной 0U . Направле-

ние ЭДС источника – против тока. 

 

Затем полученная расчетная схема рассчитывается любым из извест-

ных методов расчета цепей. Полученный результат является функцией 

комплексного переменного p .  

Первый закон Кирхгофа в операторной форме: 

0
1

=∑
=

=

ni

i
i pI )( .           (76) 

Второй закон Кирхгофа в операторной форме: 

1 1

1 1

( ) ( ) ( ) 0;

( ) ( ) 0.

i n k m

i k k

i k

i n k m

i k

i k

E p Z p I p

E p U p

= =

= =

= =

= =

− ⋅ =

+ =

∑ ∑

∑ ∑
                   (77) 

Закон Ома в операторной форме: 

( )
( )

( )

E p
I p

Z p
= .                               (78) 

Все рассмотренные ранее методы расчета цепей действительны и для 

расчета переходных режимов операторным методом. 

Теорема разложения Хэвисайда 

Ранее мы показали, что результат расчета цепи будет иметь форму 

операторной функции. 

Решение в таком виде для практики не пригодно, его необходимо 

привести обратно в функцию от времени. 

Выше мы указывали, что для обратного перехода необходимо в об-

щем случае применять интеграл Бромвича. Однако путь этот очень сло-

жен. На практике часто пользуются не интегралом Бромвича, а теоремой 

разложения Хэвисайда. 

Теорема разложения представляет собой готовую формулу для опре-

деления оригинала функции ( )f t  по известному изображению этой функ-

ции ( )F p . Она является результатом решения интеграла Бромвича для 

функции ( )F p  частного вида. 

Функция ( )F p  в этом случае должна быть выражена рациональной 

дробью:  
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2

0 1 2

2

0 1 2

...( )
( )

( ) ...

m

m

n

n

a a p a p a pH p
F p

F p b b p b p b p

+ + + +
= =

+ + + +
.                                         (79) 

 

Рациональная дробь (79) кроме того, 

должна удовлетворять следующим свойствам: 

- наивысшая степень оператора p  знаменателя 

n  должна быть больше наивысшей степени 

оператора p  числителя m  или, в крайнем слу-

чае, равна ей n m≥ . Это условие для задач 

прикладного характера почти всегда удовле-

творяется.  

- корни 1 2,  ,...  ,...  k np p p p  знаменателя ( )F p ,  

полученные решением уравнения ( ) 0F p =  

должны быть все простые (отсутствуют корни 

равные друг другу и кратные корни) и не один 

из корней не должен ни при каких условиях 

быть корнем числителя ( )H p  (не обращать 

числитель ( )H p  в нуль при подстановке в не-

го 1 2,  ,...  ,...  k np p p p ). Если есть дополнитель-

ный n+1 корень, то он может быть равен нулю. 

- все вещественные корни должны быть отри-

цательными, а все комплексные – иметь отри-

цательную вещественную часть. 

С учетом вышесказанного получится, что первообразная функция 

( )f t  операторной функции ( )F p  будет иметь следующий вид: 

1

( )( ) (0)
( ) ( )  

( ) (0) ( )
k

n
p tk

k k k

H pH p H
F p f t e

F p F p F p=

= ↔ = +
′⋅

∑ .                  (80) 

где член (0) (0)H F , который получается от подстановки дополнительного 

нулевого корня 1 0np + = , определяет принужденную составляющую или ус-

тановившийся режим для постоянного тока или напряжения; 

1

( )
 

( )
k

n
p tk

k k k

H p
e

p F p= ′⋅
∑ – определяет сумму свободных режимов для тока или на-

пряжения. 

Выражение (80) называется теоремой разложения. 

Используя теорему разложения, можно находить начальную функ-

цию по ее изображению, не прибегая к интегралу Бромвича, в этом и со-

стоит основная ценность теоремы. 
 

 

 

 
Рисунок 15 - Оливер       

Хевисайд (1850 - 1925),  

английский учёный,       

инженер, математик и    

физик. Впервые применил     

преобразования Лапласа 

для решения дифференци-

альных уравнений 
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Контрольные вопросы 
 

1. Понятие о переходном процессе в линейной электрической це-

пи. Причины возникновения и сущность переходных процессов.  

2. Классический метод расчета. Порядок составления и методы 

решения уравнений электрической цепи. Свободные и принужденные со-

ставляющие.  

3. Рассмотреть переходный процесс при включении катушки на 

постоянное напряжение.  

4. Переходный процесс при коротком замыкании катушки с током.  

5. Сформулировать первый закон коммутации. Вывести формулу 

энергии магнитного поля катушки. 

6. Рассмотреть переходный процесс при заряде и разряде конден-

сатора.  

7. Сформулировать второй закон коммутации. вывести формулу 

энергии электрического поля конденсатора. 

8. Порядок расчета переходных процессов классическим методом. 

Расчет переходного процесса в последовательной цепи RLC при ее на по-

стоянное напряжение.  

9. Условия возникновения в цепи колебательных, переходных и 

апериодических режимов. 

10. Операторный метод расчета переходных процессов. Законы Ома 

и Кирхгофа в операторной форме.  

11. Операторные схемы и уравнения цепи.  

12. Теорема разложения Хевисайда.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


